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М А Т Е М А Т И К А  

УДК 517. 55                                                                                                                                                                                                     

СИНГУЛЯРНАЯ ГРАНИЧНАЯ  ЗАДАЧА ГИЛЬБЕРТА 

 

Иноятов Ф.А. 

Таджикский государственный финансово-экономический университет 

 

Аннотация. В работе исследуется сингулярная граничная задача Гильберта. Решение задачи 

ищется  в классе функций, ограниченных на контуре. Определено число решений однородной 

задачи и число условий разрешимости неоднородной задачи. Так как контур есть единичный 

круг, то задача Гильберта сводится к задаче Римана и по решению задачи Римана находится 

решение задачи Гильберта. Найдено явное решение краевой задачи Гильберта для единичного 

круга и полуплоскостей с особенностями аналитической структуры, сопряженно-

аналитическими особенностями и неаналитическими особенностями. Найдено l - число 

линейно-независимых решений однородной задачи и p - число условий разрешимости 

неоднородной задачи, а также выяснено влияние особенностей на характер разрешимости 

поставленной задачи. Точнее, установлено, что число решений задачи в классе функций, 

ограниченных на контуре, не изменяется от наличия нулей коэффициента задачи и 

уменьшается на суммарный порядок всех полюсов. Также установлено, что число решений не 

изменится от наличия полюсов сопряженно-аналитического вида у коэффициента задачи и 

уменьшается на суммарный порядок всех нулей  сопряженно-аналитического характера. 

Когда коэффициент задачи Гильберта имеет нули и полюсы нецелого порядка и не 

голоморфной структуры, тогда решение краевой задачи имеет особенность интегрируемого 

порядка, т.е. особенность порядка меньше единицы.        

Ключевые  слова:  аналитическая функция, нуль, полюс, сопряженный нуль, сопряженный 

полюс, интегрируемая особенность, интерполяционный многочлен, интеграл Коши, 

интегральная формула Коши, граничная задача. 

 

Дан простой гладкий замкнутый контур L и действительные функции  

)(ta , )(tb , )(tc  дуги t  контура, удовлетворяющие условию Гёльдера.  

Граничной задачей Гильберта будем называть следующую задачу. Найти 

аналитическую в области 
D  и непрерывную на контуре функцию  

),(),()( yxivyxuzf  , 

предельные значения действительной и мнимой части которой удовлетворяют на 

контуре линейному соотношению  

)()()()()( tctvtbtuta                                         (1) 

При 0)( tc будем иметь однородную задачу и при )(tc , отличном от нуля 

- неоднородную.  

Решение задачи Гильберта дано в [1-2].  
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В указанных работах требовалось, чтобы коэффициенты )(ta , )(tb  

удовлетворяли условию непрерывности, и чтобы они нигде не обращались в 

нуль. Здесь мы проводим исследование задачи (1), допуская, что коэффициенты 

в отдельных точках контура обращаются в нуль или в бесконечность целого 

порядка. Такие случаи называем сингулярными.  

Так как задача Гильберта в общем случае сводится к случаю круговой 

области, поэтому мы ограничиваемся решением задачи Гильберта для круга.  

Пусть 
D - круг 1z , а L - окружность  1z . Граничное условие задачи 

Гильберта (1) можно, очевидно, записать в виде  

              Ctibatibatiba 2)()()(Re2    на L ,            1  

где )(taa  , )(tbb  , )(tcc  - заданные непрерывные действительные 

функции точки t  на L .  

Дополним искомую в 
D  функцию )(z  функцией )(

*
z .  

Пусть )(z  функция, заданная в 
D . Этой функции мы сопоставим 

функцию )(
*

z , определённую в 
D . Под сопряжёнными точками мы будем 

понимать точки, сопряженные относительно окружности L , т.е. точки z  и 
z

1
. 

В соответствии с этим определим функцию )(
*

z  так: 









z
z

1
)(

* , или 

 zz  )( , ещё так: 









z
z

1
)(

* , т.е. 









z
z

1
)(

* ,    zz  )(
* .  

Если  )(
*

z  голоморфна или меломорфна в 
D , то функция )(

*
z  будет 

голоморфна или меломорфна в 
D .  

В частности, если  

n

nn

m

mm

bzbzb

azaza
z













1

10

1

10)( , 

то                      
n

nn

m

mm

bzbzb

azaza

z
z













1

10

1

10
* )

1
()( . 

Если 




 k

k zaz)(  в 
D , то 





 k

k zaz)(*  в 
D . 

Легко видеть, что если )(z  имеет полюс (нуль) порядка k при 0z

 z , то )(
*

z  имеет также  полюс (нуль) того же порядка при 0z  z

.  
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Предположим теперь, что )(z  принимает определённое граничное 

значение )(t  при tz   на L  из  
D . Тогда существует )(

*
t , причём 

)(
1

)(
*

t
t

t  







 , ибо если tz   из 

D , то 
z

1
 также стремится к t , но 

уже в 
D , и поэтому  



















zz
z

11
)(*  стремится к )(t .  

Будем теперь считать, для простоты, что функция )(z  голоморфна в 
D

(за исключением, быть может, бесконечно удалённой точки) и непрерывно 

продолжима на контур L .  

Обозначим, аналогично предыдущему, через )(z  кусочно - голоморфную 

функцию  

 

Тогда, очевидно 

)()( tt   , )()( tt  

. 

Обозначение )(
*

z можно распространить на любую кусочно -

голоморфную функцию )(z , положив  




















zz
z

11
)(

*
 . 

Введенная выше кусочно-голоморфная функция )(z  обладает свойством 

)()(
*

zz  .  

Легко видеть, что )()(
*

tt   , )()(
*

tt    . 

Предположим, наконец, что )(z  представляется интегралом типа Коши 





L zt

dtt

i
z

)(

2

1
)(




 , ( L - окружность  1z ). 

Тогда:  













L

z
t

dtt

iz 1

)(

2

11 


 ,   













L

z
t

dtt

iz
z

1

)(

2

11
*




 . 

Замечая, что на окружности L  имеем:  

iet  , 
t

et i 1
  

, 2t

dt
diedt i   

, 

получим после простых преобразований:  














.)(

)(
)(

*
Dzприz

Dzприz
z
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   



LL t

dt
t

izt

dtt

i
z )(

2

1)(

2

1
*







 . 

 Предположим, что функции  )()( tbta   и )()( tbta   имеют на контуре 

нули соответственно в точках  ,,,
21
  и  ,,,

21
  целых порядков и, 

следовательно, представимы в виде:  

 

  ),()()(

),()()(

1

1

tsttbta

trttbta

j

k

p

j

j

m

k

k





















                                              2  

где )(tr  и )(ts  нигде не обращаются в нуль. Все k
 , j

  предполагаются 

различными.  

Теперь краевое условие  1  при помощи  2  принимает вид: 

    Cttrtttrt
k

m

k

j

p

j
kj 2)()()()(

11

 










  

или  

 

    )(

2
)()()(

11

1

tst

C
ttG

t

t

t

j

p

j

j

p

j

k

m

k

jj

k






























  ,                          3  

где 
)(

)(
)(

ts

tr
tG  . 

Запишем краевое условие однородной задачи  3  в виде:  

 

 
)()()(

1

1 ttG

t

t

t

j

p

j

k

m

k

j

k





 


















.                                           4  

Здесь ),,2,1(  kk , ),,2,1(  jj - некоторые точки контура; k
m , 

j
p - 

целые положительные числа; )(tG - функция, удовлетворяющая условию 

Гёльдера и не обращающаяся в нуль.  

Обозначим æ)( tIndG ; 





1j
j

PP ; 





1k
k

mm . 

Решение будем искать в классе функций, ограниченных на контуре. 
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Пусть )(z  есть каноническая функция однородной задачи (3) с 

коэффициентом )(tG . Подставим в (4) 
)(

)(
)(

t

t
tG









 и запишем краевое условие в 

виде 

   























11

)(

)(

)(

)(

j

p

j

k

m

k
jk tt

t

tt

t
. 

Применим к последнему равенству теорему об аналитическом продолжении 

и обобщенную теорему Лиувилля. Точки  
k

 , 
k

  не могут быть особыми точками 

единой аналитической функции, так как это противоречило бы предположению  

об ограниченности )(t  или )(t . Следовательно, единой возможной 

особенностью является бесконечно удаленная точка. Порядок на бесконечности 

)(z  есть æ , а порядок  






1j

p

j

jz  равен p- . Отсюда порядок на бесконечности 

функции 
 













1

)(

)(

j

p

j
jzz

z
 есть pæ-  .  

При 0p-æ   согласно обобщенной теореме Лиувилля 

   
)(

)(

)(

)(

)(
p-æ

11

zP

zz

z

zz

z

j

p

j

k

m

k
jk





























, 

откуда   

 

  ).()()(

),()()(

p-æ

1

p-æ

1

zPzzz

zPzzz

j

p

j

k

m

k

j

k

























 

Если 0p-æ  , то нужно положить 0)(
p-æ

zP  и, следовательно задача не 

имеет решений. 

Отсюда следует, что число решений задачи в классе функций, 

ограниченных на контуре, не изменится от наличия нулей у коэффициента 

задачи и уменьшается на суммарный порядок всех полюсов. В частности, если 

индекс оказывается меньше суммарного порядка полюсов, то задача 

неразрешима. 
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Перейдём теперь к задаче (3). Для применимости дальнейшей теории нужно 

потребовать, чтобы функции )(tG  и 

 
)(

)(

1

tg

t

t

j

p

j

j











 в сингулярных точках были 

дифференцируемы достаточное число раз. 

Заменим, как и в однородной задаче, )(tG  отношением канонических 

функций 
)(

)(

t

t







и запишем краевое условие (3) в виде  

                    
)(

2

)(

)(

)(

)(

111 t

C
t

t

t
t

t

t
t

j

p

j

k

m

k

j

p

j
jkj





















 











.                       (5) 

Функция  
)(

2

1 t

C
t

j

p

j

j










 будет интегрируемой. Заменив её разностью 

краевых значений аналитических функций  

  )()(
)(

)(

1

tt
t

tg
t

j

p

j
j 




 





, 

где                          
z

dg
t

i
z

j

p

j
j


 


 













1 )(

)(

2

1
)( , 

приведём краевое условие к виду 

    )(
)(

)(
)(

)(

)(

11

t
t

t
tt

t

t
t

k

m

k

j

p

j
kj 





















  








. 

Строим специальное частное решение, называемое канонической функцией 

неоднородной задачи. 

Канонической функцией )(zY  неоднородной задачи (5) называется кусочно 

аналитическая функция, удовлетворяющая краевому условию (5), имеющая 

всюду в конечной части плоскости (включая и точки 
k

 , 
j

 ) нулевой порядок и 

обладающая на бесконечности наивысшим возможным порядком.  

Построим многочлен )(zQ  так, чтобы он удовлетворял следующим 

условиям: 

      ,,2,1;1,,1,0)()(    jpiQ jj

i

j

i , 

      ,,2,1;1,,1,0)()(    kmlQ kk

l

k

l , 

где   
j

i  )( ,  
k

l  )(  - значения производных i - го и l - го порядков в 

соответствующих точках.  

 Таким образом, )(zQ  есть интерполяционный многочлен Эрмита для 

функции  

 

 








,

,
)(

k

j

точкахвz

точкахвz
z




  



11 
 

с узлами интерполяции  
k

 , 
j

  кратностей соответственно  
j

p , 
k

m . Известно, что 

такой многочлен определяется единственным образом и его степень   равна  

1 pm .  

Каноническая функция неоднородной задачи выражается через 

интерполяционный многочлен следующим образом: 

 




















1

)()(
)()(

j

p

j
jz

zQz
zzY  , 

 




















1

)()(
)()(

k

p

k
jz

zQz
zzY .                     (6) 

Для построения общего решения неоднородной задачи воспользуемся тем, 

что это общее решение складывается из некоторого частного решения 

неоднородной задачи и общего решения однородной.  

Итак, получим 

 

  ).()()()(

),()()()(

p-æ

1

p-æ

1

zPzzzYz

zPzzzYz

j

p

j

k

p

k

j

j

























 ,                                      (7) 

В случае, если 0p-æ  , нужно положить 0)(
p-æ

zP . Пользуясь формулой (6), 

нетрудно подсчитать, что порядок )(zY   на бесконечности  равен  1p-æ  . Если 

1-pæ  , то )(zY   имеет в бесконечно удалённой точке полюс, и каноническая 

функция перестаёт быть решением неоднородной задачи.  

Однако, подчиняя свободный член )(tg  1-æ-p  условиям, можно добиться 

повышения порядка на бесконечности функции )(zY  на 1-æ-p  единиц и тем 

самым вновь сделать каноническую функцию )(zY  решением неоднородной 

задачи. Для этого, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы в разложении 

функции )()( zQz    в окрестности бесконечно удалённой точки первые 1-æ-p  

коэффициентов обращались в нуль. Это даёт 1-æ-p  условия разрешимости 

задачи в этом случае.  

Выясним характер этих условий.  

Разложения )()( zQz    можно представить в виде 

            















 k

k zCzCzCCzCzCzQz 2

2

1

10

1

1)()( 



 ,                             

где CCC ,,,
10
  - коэффициенты многочлена )(zQ , а k

C
 - коэффициенты 

разложения функции )(z , вычисляемые, как легко показать, по формуле  

 










d

gz

i
C

L

j

kp

j

k

j















)(

)(

2

1 1

1

. 

Вышеизложенные условия разрешимости будут иметь вид 
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0
2æ-p-1


  CCC                                                    (8) 

Таким образом, мы приходим к результату: 

при 0p-æ   неоднородная задача Гильберта всегда имеет решения; общее 

решение содержит линейным образом 1p-æ   действительных произвольных 

постоянных. 

при 0p-æ   эта  неоднородная задача имеет решение тогда и только 

тогда, когда соблюдены приводимые условия (8), при соблюдении этих условий 

задача имеет единственное решение. 

Пусть теперь функции    tbta  ,    tbta   имеют нули сопряженно-

аналитической структуры, т.е.   

       

       ,

,

1

1

tsttbta

trttbta

j

j

p

j

k

k

m

k

j

k





















 

где  tr
k

 и  ts
j

 нигде не обращаются в нуль.  

Все  ,t
k

   t
j

 - предполагаются различными.  

Очевидно, что имеют место следующие равенства  

   
 

   

   
 

   .arg,

,arg,

2
2

11

1
2

11

1

2

1

1

jj

PiP

j

j

P

j

j

kk

mim

k

k

m

k

k

tett

tett

j

jjjj

m

k

kk
kk


































 

Известно, что непрерывные функции  
 




m

k

kk mi

e 1

12 

 и 

 






1

22

j

jj Pi

e  имеют индексы, равны  

m , p . 

Учитывая (10), получим  краевое условие вида 

   
 

     
 

  Ctetrttetst

m

k

kk
k

j

jjj mim

k

k

Pip

j

j
21

1

1

2
2

1

2

1

 










 






, 

или                         
 

 
   

 
jj

k

p

j

j

p

j

j

m

k

k

t

C
ttG

t

t

t






























1

1

1

1
2

, 

где  
 
 

   













 

 




1 1

122

1

j

m

k

kkjj mPi

e
ts

tr
tG . 

Итак, мы получили регулярную задачу для которого справедлив следующий 

результат:  
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а) при 0m-æ   неоднородная задача Гильберта всегда имеет решение; 

общее решение содержит линейным образом 1m-æ   действительных 

произвольных постоянных. 

б) при 0m-æ   эта неоднородная задача имеет решение тогда и только 

тогда, когда соблюдены приводимые условия (8) и  при соблюдении этих условий 

задача имеет единственное решение. 

Теперь рассмотрим граничную задачу Гильберта с коэффициентом, 

имеющим особенности не голоморфной структуры. 

Дан простой гладкий замкнутый контур L  и действительные функции дуги 

S   контура )(sa , )(sb , )(sc , удовлетворяющие условию Гёльдера. Краевой 

задачей Гильберта будем называть следующую задачу.  

Найти аналитическую в области Пусть 
D  и непрерывную на контуре 

функцию  

),(),()( yxivyxuzf  , 

предельные значения действительной и мнимой части которой 

удовлетворяют на контуре линейному соотношению  

)()()()()( scsvsbsusa                                                 9  

При 0)( sc  будем иметь однородную задачу и при )(sc , отличном от нуля, 

неоднородную.  

Сравнивая решение краевой задачи Гильберта с решением задачи Римана, 

можно усмотреть между ними сходство. Это наводит на мысль, что имеется связь 

и между самими задачами, несмотря на различие в их постановке. Для 

простейших контуров (прямая и окружность), для которых существует простая 

связь оператора Шварца с интегралом типа Коши, может быть установлена 

прямая сводимость задачи Гильберта к задаче Римана. Для других контуров 

такой непосредственной связи не существует, но она может быть установлена 

при помощи конформного отображения соответствующих областей на круг. 

Имеются два способа такого сведения. Первый (указанный Ф.Д. Гаховым) 

состоит в установлении факта, что «внутренняя» функция  z  решения 

краевой задачи Римана 

)()(

)(2
)(

)()(

)()(
)(

sibsa

sС
t

sibsa

sibsa
t







 

 

при проходящем подборе произвольных, постоянных даёт решение краевой 

задачи Гильберта 

)()()()()( scsvsbsusa  . 
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Доказательство опирается на имеющиеся в замкнутой форме решения обоих 

краевых задач и заключается в прямом преобразовании формул решения краевой 

задачи Римана в формулы решения задачи Гильберта.  

Второй способ (указанный Н. И. Мусхелишвили) сведения краевого условия 

задачи Гильберта к краевому условию задачи Римана путём   доопределения по 

способу симметрии в дополнительную область решения задачи Гильберта. 

Различие в постановках краевых задач Римана и Гильберта заключается, 

прежде всего, в том, что в первой задаче отыскивается кусочно аналитическая 

функция, определенная во всей плоскости, тогда как в последней ищется 

функция, определённая только в области 
D , дополнительная область 

D

совершенно не затрагивается. Поэтому, чтобы установить связь между 

указанными краевыми задачами, исходя из самой их постановки, прежде всего, 

нужно найти целесообразный способ до определения аналитической функции 

 z  (являющейся решением задачи  Гильберта) в области 
D  так, чтобы 

получить кусочно аналитическую функцию, определенную во всей плоскости.  

Пусть 
D круг 1z , а L - его окружность 1z .  

Граничное условие задачи Гильберта можно, очевидно, записать так: 

      Ctibatibatiba 2)()()(Re2    на L ,  9  

где  )(taa  , )(tbb  , )(tcc  - заданные непрерывные действительные 

функции точки t  на L . Мы будем считать, кроме того, что эти функции 

удовлетворяют условию Гёльдера и что 022  ba  всюду на L . 

Дополним искомую в 
D  функцию  z  функцией  z

*
 , положив, 

  









z
z

1
*  в  

D , и обозначим кусочно-голоморфную, равную  z  в 
D  и 

 z
*

  в  
D , снова через  z . Определённая таким образом функция  z  

обладает свойством 

)(
1

)(
*

z
z

z 







  при 1z .                                       10  

Кроме того, она, очевидно, ограничена на бесконечности. 

При этих обозначениях граничное условие  9  может быть записано так: 

            Ctibatiba 2)()(  
,                                 11  

      или                                             )()()()( tgttGt  
,                              12   

где  
iba

iba
tG




)( , 

iba

C
tg




2
)( . 
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Граничная задача  9  в регулярном случае изучена в  21 . 

В указанных работах требовалось, чтобы коэффициенты удовлетворяли 

условию непрерывности, что исключало возможность обращения в 

бесконечность, и чтобы они нигде не обращались в нуль.  

Здесь мы расширим постановку задачи, допуская, что коэффициенты 

краевых условий в некоторых точках контура могут обращаться в нуль или 

бесконечность любого порядка.  

    CttRtttSt
r

p

r

N

k

S

k

rk

2)()(
11

 










  

или  

 
   




















N

k

S

k

N

k

S

k

r

p

r

tSt

C
t

tS

tR

t

t

t
kk

r

11

1 2
)()(






.                             13  

Здесь  Nk
k

,,2,1  ,   ,,2,1 r
r

 - некоторые точки контура и  k
S , r

p - 

произвольные вещественные числа. 

Заданные функции )(
1

ta , )(
1

tb , )(
2

ta , )(
2

tb , )(tC - удовлетворяют условию 

Гёльдера.  

Краевое условие   13  перепишем  в следующем виде 

 




















N

k

S

k

N

k

S

k

r

p

r

tSt

C
ttG

t

t

t
kk

r

1

1

1

1
2

)()()(






,                       14  

где  
 
 tS

tr
tG )(

1 . 

Так, как  

 

 .arg,

,arg,

2
11

1
11

1

2

1

1

k

piN

k

s

k

N

k

s

k

r

pi

r

p

r
r

p

r

tett

tett

N

k

r
kk

r

r
rr






























                       15  

Подставляя  15  в  задачу  14 , имеем 

 

   






















 














 N

k
k

k

N

k

k

k

r

Si

N

k

S

k

Si

N

k

S

k

r

p

r

e

t

C
tetG

t

t

t 1
2

1

2

1

1

1

1
2

)()()(








.                          16  
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Введём обозначения      




1

11

1 r
rr

r
r

qpp ,      


n

k
kk

N

k
k

qpS
1

22

1

,  





1

1

r
r

p ,  





1

1

r
r

q - 

целые числа,  





1

1

r
r

q ,  



N

k
k

q
1

2 - их дробная часть, то есть   10 1 
r

q ,   10 2 
k

q .  

Краевое условие  16  перепишем в следующем виде: 

 

 
)()()()( 2

1

1 tgttG

t

t

t
N

k

S

k

r

p

r

k

r







 














,                                    17  

где                

 
 

 
  















 


 
   

N

k r

rrkk

rk

pSiN

k r

q

r

q

k
etttGtG 1 1

22

1 1
12

)()(





 , 

 







 



N

k
k

k

Si

N

k

S

k

e

t

C
tg 1

2

1

2
)(





. 

Коэффициент )(
2

tG  в точках 
k
  и 

r
 имеет разрыв первого рода.  

Вводим новые функции  z
1  и  z

1 :  

 
 

 
 

 
 

 
N

k r

q

r

q

k
zttz rk

1 1

1
)()(

22


 , 

   

 
 

 

























N

k r

q

r

q

k z
zz

t

zz

z
z

rk

1 1

1

00

)()(

21

 
. 

В этом случае краевое условие   17  принимает вид  

           

 
 

 
 

)()()()(
113

1

1

1
2

1

tgttG

t

t

t
N

k

p

k

r

p

r

k

r







 














,                           18      

где                      
 

 
 

)()(
2

1

0

1

03

21

tGztzttG
r

q
N

k

q kk 











, 

                           
 

 
 

)()(
1

0

1

01

21

tgztzttg
r

q
N

k

q kk 











. 

Запишем краевое условие  18  в виде 

 
 

 
 

)()()(
13

1

1

1
2

1

ttG

t

t

t
N

k

p

k

r

p

r

k

r





 
















. 

Обозначим    æ)(
3

tIndG ,   )1(

1

1 pp
r

r






,    2

1

2 pp
N

k
k




. 

Решение будем искать в классе функций, интегрируемых на контуре. 
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Пусть  z  есть каноническая функция задачи  18  с коэффициентом )(
3

tG . 

Подставим в  18  
 
 t
t

tG








)(

3
 и запишем краевое условие в виде  

   
 

   
 






















N

k

p

k

r

p

r

kr tt

t

tt

t

1

1

1

1

21

)()(


 . 

Применим к последнему равенству теорему об аналитическом продолжении 

и обобщенную теорему Лиувилля.  

Точки 
k
  и 

r
  не могут быть особыми точками единой аналитической 

функции, т.к. это противоречило бы предположению об интегрируемости  t  

или  t .  

Следовательно, единственной возможной особенностью является 

бесконечно удалённая точка. Порядок на бесконечности  t  есть æ , а порядок 

 
 





N

k

p

k
kt

1

2

 равен  2p- . Отсюда порядок на бесконечности функции  

   
 











N

k

p

k
ktt

t

1

1

2

)(



 

есть  2pæ-  . При   0pæ 2   согласно теореме Лиувилля  

   
 

   
 

   zР

tt

t

tt

t
N

k

p

k
r

p

r

kr

2
21 pæ

1

1

1

1
)()(


























 
 , 

откуда  

        

   
 

   

   
 

   .)(

,)(

2

2

2

1

pæ
1

1

pæ
1

1

zРttt

zРttt

N

k

p

k

r

p

r

k

r
























                                 19  

Если 
  0pæ 2  , то нужно положить     02pæ




zР  и следовательно, задача не 

имеет решения.  

Назовём краевую задачу с коэффициентами )(
3

tG  приведённой задачей. 

Индекс приведённой задачи  æ  назовём также и индексом данной задачи. 

Формулы  19  показывают, что степень многочлена  zР  на  2p  единиц меньше 

индекса задачи æ . Отсюда следует, что число решений задачи в классе функций, 

интегрируемых на контуре, не изменяется от наличия нулей у коэффициента 

задачи и уменьшается на суммарный порядок всех полюсов. В частности, если 
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индекс оказывается меньше суммарного порядка полюсов, то задача не 

разрешима.  

Запишем краевое условие неоднородной задачи в форме  

 
 

 
 

)()()()( 12

1

1

2

2

tgttG

t

t

t
N

k

p

k

r

p

r

k

r







 














.                                20  

Легко видеть, что краевое условие не может быть удовлетворено конечными 

 t ,  t , если допустить, что  tg  имеет полюсы в точках, отличных от 
k
 .  

Исходя из этого, примем как условие, что  tg  может иметь полюсы только 

в точках 
k
  и их порядок не превышает  2

k
p . 

Для применимости дальнейшей теории нужно потребовать, чтобы функции 

)(
2

tG  и  
 

 tgt
N

k

p

k

k



1

2

  в сингулярных точках были дифференцируемы 

достаточное число раз. Порядок по требуемой высшей производной 

определяется в дальнейшем. 

Запишем, как и в однородной задаче, )(
2

tG  отношением канонических 

функций 
 
 t
t

tG








)(

2
 и запишем краевое условие  20  в виде  

 
 

 
 

 

 
 

 

 t
tg

t
t

t
t

t

t
t

N

k

p

k

r

p

r

N

k

p

k
krk















 















 )()()(

111

222

. 

Функция   
 

 t
tg

t
N

k

p

k
k




 



)(

1

2

 будет интегрируемой.  

Заменив её разностью краевых значений аналитических функций  

 
 

 
   tt

t

tg
t

N

k

p

k

k 




 



)(

1

2

, 

где     
 








 d

z

g

i
z

L

p

k
k





)(

2

1 2

, приведём краевое условие к виду  

 
 

 
   

 

 
 t

t

t
tt

t

t
t

r

p

r

N

k

p

k

rk 





















  






 )()(

11

22

. 

Применяя, как обычно, теорему об аналитическом продолжении и 

обобщенную теорему Лиувилля, получим 
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 

 
 

      

 

 
 

       .)(

,)(

2
r1

2
r2

pæ

.

1

pæ

1

zРz

z

z
z

zРz

z

z
z

r

p

r

N

k

p

k

r

k

















































                                  21  

Последние формулы дадут решения, которые, вообще говоря, будут 

обращаться в бесконечность в точках 
k
 ,

r
 . Функция      zРz 2

rpæ

   должна 

иметь нули порядков  2p  в точках 
k
 , а функция      zРz 2

rpæ

.



  - нули порядка 

 2

r
p  в точках r

 . Эти требования наложат  2pm   условия на коэффициенты 

многочлена    zР 2
rpæ

.  

Во избежание этих затруднений построим специальное частное решение, 

называемой канонической функцией неоднородной задачи.  

При построении канонической функции  будем исходить из решения, 

даваемого формулами  21 . Построим многочлена  zQ  так, чтобы он 

удовлетворял следующим условиям: 
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i , 

где   
k

i  )( ,  
r

i  )( - значения производных i - го и j - го порядков в 

соответствующих точках.  

Каноническая функция неоднородной задачи выражается через 

интерполяционный многочлен следующим образом: 
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Для построения общего решения неоднородной задачи воспользуемся тем, 

что общее решение складывается из некоторого частного решения неоднородной 

задачи и общего решения однородной.  
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                             23  

В случае   0pæ 2  , нужно положить     02pæ



zР . Пользуясь формулой 

 22 , нетрудно подсчитать, что  zY   имеет в бесконечно удаленной точке полюс 

и каноническая функция перестаёт быть решением неоднородной задачи.  
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Однако, подчиняя свободный член  tg    1æp 2   условиям, можно 

добиться повышения порядка на бесконечности функции  zY  на   1æp 2   

единиц и тем самым вновь сделать каноническую функцию  zY  решением 

неоднородной задачи. Для этого, очевидно, необходимо и достаточно, чтобы в 

разложении функции    zQz    в окрестности бесконечно удалённой точки 

первые   1æp 2   коэффициентов обращались в нуль. Это и даёт   1æp 2   

условий разрешимости задачи в данном случае. Выясним характер эти условий. 

Разложение     zQz    можно представить в виде  
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 - коэффициенты многочлена   zQ
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 коэффициенты 

разложения функций  z , вычисляемые по формуле  
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Вышеуказанные условия разрешимости будут иметь вид 

.   0
2æp1 2 

  CCС   
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МАСЪАЛАИ КАНОРИИ СИНГУЛЯРИИ ГИЛБЕРТ 

  
Иноятов Ф.А. 

Донишгоњи давлатии молия ва иќтисоди Тољикистон 

 
Аннотатсия. Дар кори мазкур  масъалаи канории Гилберт дар њолати сингулярї тадќиќ 

карда мешавад. Дар бисёр њолатњо зарурат ба амал меояд, ки масъалаи ёфтани функсияи 

аналитикии  ivuzF )( - ро аз рўи ќисми њаќиќии додашудаи он њал намоем. Ин 

масъала бо ёрии масъалаи канории Гилберт њал карда мешавад. Азбаски контури мо ё 

давраи воњидї ё нимњамворї мебошад, бинобар ин,  масъалаи канории Гилберт ба  масъалаи 

канории Риман оварда мешавад ва сипас њалли он ёфта мешавад. Барои масъалаи канории 

Гилберт бо коэффитсиентњои нул ва ќутби намуди аналитикї дошта шумораи њалњои 

масъалаи якљинса ва шумораи шартњое, ки бо иљро шудани онњо масъалаи ѓайриякљинса 

њалшаванда мебошанд, ёфта шудаанд. Муайян карда шудааст, ки дар синфи функсияњои 

дар контур мањдуд, ба шумораи њалњои масъала нулњои коэффитсиент таъсир 

намерасонанд, аммо ќутбњои коэффитсиент бошанд, ба шумораи њалњо таъсир 

мерасонанд. Шумораи њалњо ба суммаи тартиби ќутбњо кам мешавад. Барои масъалаи 

канории Гилберт бо коэффитсиентњои нул ва ќутби њамроњшуда тадќиќот гузаронида 
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шуда, таъсири нул ва ќутби њамроњшуда ба характери њалли масъала нишон додо 

шудаанд.Муайян карда шудааст, ки ќутби њамроњшуда ба шумораи њалли масъала таъсир 

намерасонад, аммо нули њамроњшуда бошад, ба шумораи њалли масъала таъсир мерасонад, 

аниќтараш шумораи њалњо ба  суммаи тартибњои нулњои њамроњшуда кам мешавад. Дар 

кори мазкур масъалаи канории Гилберт дар њолати коэффитсиентњои дорои нул ва ќутби 

ѓайрианалитикї  низ  тадќиќ карда  шудааст. Муайян карда шудааст, ки њалли масъала 

танњо дар синфи функсияњои интегронидашаванда вуљуд дошта метавонад. 

Калидвожањо:  функсияи аналитикї, масъалаи канории Гилберт, нули функсия, ќутби 

функсия, нули њамроњшуда, ќутби њамроњшуда, якљинса, ѓайриякљинса, формулаи 

интегралии  Коши, интеграли намуди Коши, бисёраъзогии интерполятсионї, махсусияти 

интегронидашаванда. 

 

SINGULAR HILBERT BOUNDARY VALUE PROBLEM 

 

Inoyatov F.A. 

Tajik State Financial and Economic Universiy 

 

Annotation. In this paper, we study the Hilbert singular boundary value problem. The solution of the 

problem is sought in the class of functions bounded on the contour. The number of solutions of the 

homogeneous problem and the number of solvability conditions for the inhomogeneous problem are 

determined. Since the contour is a unit circle, therefore, the Hilbert problem is reduced to the 

Riemann problem, and by solving the Riemann problem, a solution to the Hilbert problem is found. 

An explicit solution is found for the Hilbert boundary value problem for the unit circle and half-

planes with singularities of the analytic structure, conjugate-analytical singularities, and non-

analytical singularitiesAn explicit solution of the Hilbert boundary value problem for the unit circle 

and half-planes is found.  The number of linearly independent solutions of the homogeneous problem 

and  the number of solvability conditions for the inhomogeneous problem are found. And also the 

influence of the singularity on the nature of the solvability of the problem is clarified. More precisely, 

it is established that the solution of the problem in the class of functions bounded on the contour does 

not change from the presence of zeros of the coefficient of the problem and decreases by the total 

order of all poles. It is also established that the number of solutions does not change due to the 

presence of poles of the conjugate-analytical form at the coefficient of the problem and decreases by 

the total order of all zeros of the conjugate-analytical nature. When the coefficient of the Hilbert 

problem has zeros and poles of non-integer order and non-holomorphic structure, then the solution 

of the boundary value problem has a singularity of integrable order, i.e. order of  singularity is less 

than 1. 

Keywords: analytic function, zero, pole, dual zero, dual pole, singularity of an integrable, 

interpolation polynomial, Cauchy integral, Cauchy integral formula, boundary value problem. 
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УДК 517.55  

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТИПА  РИМАНА ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА, КОГДА 

КОЭФФИЦИЕНТ ИМЕЕТ ОСОБЕННОСТИ НЕ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА И 

НЕ ГОЛОМОРФНОЙ СТРУКТУРЫ 

 

 Надирова  М.И. 

Таджикский государственный педагогический университет имени С. Айни 

 

Аннотация. В статье исследуется краевая задача типа  Римана для системы  уравнений 

первого порядка эллиптического типа. Изучаются случаи, когда коэффициенты задачи 

имеют особенности не целого порядка и  не голоморфной структуры. В этом случае решение 

задачи существует в классе функций, имеющих особенность интегрируемого порядка, т.е. 

решение будет иметь особенность порядка меньше единицы. В результате преобразования 

получается краевая задача с коэффициентом, являющимся многозначной функцией. Затем, 

вводя новые искомые функции, которые имеют особенности такие, как коэффициенты 

задачи, получим задачу с непрерывными коэффициентами. Решение полученной задачи 

находится  обычным  методом. Также доказана теорема, определяющая число решений 

однородной задачи и число условий разрешимости неоднородной задачи.   

Ключевые слова: аналитическая функция, эллиптическая система не голоморфной 

структуры, непрерывная функция, интерполяционный многочлен, интеграл типа Коши. 

 

Задача Гильберта для эллиптической системы уравнений первого порядка 

была рассмотрена в работе Векуа И.Н. [1]. Михайлов Л.Г. [2], рассматривая 

граничную задачу типа Римана для системы уравнений эллиптического типа,  

отмечал, что коэффициент задачи Римана нигде не обращался в нуль и 

удовлетворял условию Гельдера, что исключало возможность обращения его в 

бесконечность. Н. Усмонов и С. Шавкатзода [3- 4] исследовали задачу в случае, 

когда коэффициент задачи Римана имеет нули или бесконечность целого 

порядка. И.Б. Симоненко [5] изучал краевую задачу Римана с непрерывным 

коэффициентом.  

Здесь мы проведём исследование задачи, когда коэффициент имеет 

особенности не целого порядка и не голоморфной структуры для системы 

уравнений первого порядка эллиптического типа 
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или в комплексном виде  yx
z

u
,




. 

Задача. Найти функцию:  zU 
-регулярное решение (1) в 

D  и  zU 
- 

аналитическое в 
D , имеющие конечный порядок на бесконечности, по 

граничному условию  
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где ),...2,1(),,...2,1(   jr jr  
- некоторые различные точки контура, 

jr s,
 
- натуральные числа,  tG1 - непрерывная функция и    tgtG ,01  - 

функция, удовлетворяющая условию Гельдера. 

Решение будем искать в классе функций,  интегрируемых  на контуре. 

Так как 
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то подставляя равенства (3) в (2) имеем: 
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или 
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Обозначим через 
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Подставим      tFttU  
,        tFttU  

 в равенство (4), тогда 

получим следующий вид, причем, )(tF  обладает свойствами: 

1) )(tF  принадлежит )( DGz , причём );(z
z

F
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2) )(tF  на всей плоскости непрерывна; 

3) )(tF  аналитическая  в   
D ;  

4) 0)( F  

5) ,lg)()( 121212 ttttAtFtF   т.е. )(tF удовлетворяет условию 

Гельдера. 
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где 
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 
 

 
     tgttG
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r

p
r

j

r
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


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1

1
1

)2(

)1(









.                        (5) 

где  

       tGtttG
r j

q
j

q
r

jr
2

1 1
3

)2()1(

 
 


 

  

Пусть функция  tg  в окрестности точки r  дифференцируема достаточное 

число раз. Построим интерполяционный многочлен так, чтобы он удовлетворял 

следующим условиям: 

),1,...,1,0,...,,1,0(),()( )1()()(
1  rr

i
r

i pirTg           (6)  

где )()(
1 r
ig   и )()(

r
iT  -значения производных i -го порядка в точках r . 

При помощи (6) краевое условие (5) преобразуется так: 

 

 
      ),()()( 13

1
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tTtgttG
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
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 
 

 
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






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









 

Разделив на   ,
1

)1(








r

p
r

rt

 

 получим следующее равенство: 

   
)()(

)()()(
11

1

3

1

1

)2()1(

tgt

t

tG

t

tTt

j

p
j

r

p
r
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







 










 

или 

 
)()(

)(
)( 11

1

3
2

)2(
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t

tG
t

j

p
j

j





 










,                              (7) 
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где    

 













1

1
2

)1(

)()(
)(

r

p
r

rt

tTt
t . 

Положим в  равенстве (7) 

  )()( 2
1

1

)2()2(

zztz jj
p

j

p
j





  


 ,                         (8) 

тогда имеем: 

)()()()( 1232

)2(

tgttGtt jp
 

.                                        (9) 

В (9) )(3 tG
 - многозначная непрерывная функция. Многозначную 

аналитическую функцию можно рассматривать как однозначную,  имеющую  

разрыв первого рода. Для этой цели проведём разрез в точке  0z  через точки 

jr  ,  до бесконечности. В разрезанной плоскости функции )(2 z  и )(2 z  

будут однозначными, причём, разрез будет для этих функций линией разрыва.  

Построим для дальнейшего исследования новые функции, имеющие такие 

разрывы, как разрыв в краевом условии. 

Вводим новые функции 

    ),()( 3
11

2

)2()1(

zzzz
j

q
j

r

q
r

jr 


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
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
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
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
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
 

 
                      (10) 

При помощи равенства (10) краевое условие (9) принимает вид: 

   

),()()(
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Итак, мы получили задачу с непрерывными коэффициентами вида: 
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)()()()( 2343 tgttGt  

,                                   (11) 

где 

 









1
0

1
034

)2()1()2(

)()()()(
j

q

r

qp jrj ztzttGttG непрерывная функция, 

 



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
)()()()( 1

11
2

)2()1(

tgtttg
j

q

j
r

q
r

jr



 интегрируемая функция. 

Далее рассуждение проводится аналогично автору Симоненко И.Б. [5]. Каждую 

суммируемую функцию можно представить в следующем виде: 

)()()( 333 ttt   , 

где  )(3 t  предельные значения аналитической функции )(3 z  в 
D .   

Если предположить ),()(3 
pLt  при 0p  и 0)(3 

, то 

представление  единственно. Отсюда по формуле Сохоцкого имеем: 

   
 

,
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1 3
33 
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Сингулярный оператор 
 














d

ti
31

 в норме пространства ),(pL   при 1p  

является ограниченным: 
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(12) 

где pM постоянная, не зависящая от )(3 t . 

Из равенства (10)  следует,  что 

pppp
L
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M
t

M
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2
)(

2
)(

2

1
)( 3

1
333 


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здесь  
p

p

pL
dstMt

p

1

33 )(













 



. 

Учитывая это, поставленную выше задачу можно сформулировать следующим 

образом. 



28 
 

Задача 2. Найти функцию )(3 t
, принадлежащую классу )(pL  и 

удовлетворяющую краевому условию (10), где )(
3

t  и )(
3

t  обозначают 

операторы, заданные неравенствами (11). 

Пусть 1)(4 tG  в этом случае имеем задачу о скачке,  которая в  классе функций 

)(pL  разрешима безусловно. 

Пусть )(4 tG
,  измеримая функция, для  которой  выполняются условия 

).1()()(,
1

2
)(1)( 224 


 pLtg

M
tgtG p

p

 

Вычитая )(3 t  из обеих частей краевого условия, получим 

)()(1)()( 2343 tgttGt                                     (13)  

Оператор )(1)( 34 ttG   есть оператор  из класса функции )(pL . 

Действительно, 

    
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
. 

По принципу сжатых отображений задача (9)  безусловно разрешима и имеет 

единственное решение [11]. 

Рассмотрим случай, когда 0æ...ææ 10  m  (æ -индекс задачи (8)). 

Отметим, что )(ln 4 tG  в этом случае есть непрерывная функция. Приблизим её к 

функции f ,   удовлетворяющей  условию Гельдера. 
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)(ln 4 ,  
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



4 , 

где  t  аналитическая функция и непрерывна в области D .  

При помощи новой функции        1

33

  ttt   краевое условие можно 

записать в виде: 
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В этом случае  0æ...ææ 10  m , задача (12)  безусловно разрешима и имеет 

единственное решение. 

а) Пусть  0æ  .  

Введем новые неизвестные функции 

    ),()(,,)( 333
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получим равенство 
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,                                          (15) 

где 
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Отметим, что 
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В случае 0æ   задача (15) безусловно разрешима и имеет единственное 

решение. 

б) Пусть  0æ  . 

Перепишем  данную задачу в следующем виде: 

  )()()()( æ
-æ

03
-æ

0 tzttzt  

),()()()()()()( æ
æ

02
æ

034
æ

0 tzttgztttGzt  
 

где   )(, æ0 tDz многочлен степени æ , подобранный так, чтобы функция 

)]()([)z-(z æ3
-æ

0 zz 
 не имела полюс в точке 0z .  

Отметим, что 0)()( 4
æ

0   tGztInd  и обозначим через 
R ,   оператор 

решающий задачу сопряжения с коэффициентом )()( 4
æ

0 tGzt  . 

Тогда имеем следующую задачу 

    )],()()[()]()([ æ
æ

02æ
æ

0 3
tzttgtRttzt 


           (16) 

  )]()()[()( æ
æ

023 tzttgtRt 
 .                   (17) 

Отсюда из равенства (16) найдём   t3 , 

             ][ æ
æ

02
æ

0æ3 tzttgtRzttt 
 . 

Из наших рассуждений  следует, что решение задач (16), (17)  должно иметь вид:  

в) при  0æ  .  

Запишем задачу в следующем виде: 
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)()()()()()()( 2
æ

034
æ

03
æ

0 tgztttGzttzt   . 

Известно, что 0)()( 4
æ

0   tGztInd , а   )()( 3
æ

0 zzt   аналитическая 

функция вне контура, т.е. в 
D . 

Снова обозначим оператор через 
R . Аналогично предыдущему, получим: 

)].())[(()()(

)],())[(()()(

2
æ-

0
æ

03

2
æ

0
æ

03

tgzttRzzz

tgzttRzzz









                              (18) 

В равенствах (18) определяемые  функции в точке 0z  имеют полюс порядка æ . 

Для того, чтобы существовало  решение поставленной задачи,  должно 

выполняться æ  условий разрешимости вида 

.0)]())[(()( 2
æ

0
-æ

0 


 dttgzttRzt -

            

                (19) 

Теорема. Пусть  в задаче (15), )(4 tG -непрерывная функция и   ,0)(4 tG  )(2 tg  

- функция, удовлетворяющая условию Гельдера,         ))((æ 4 tIndG .  

Тогда: 

а) при 0æ   краевая задача сопряжения  безусловно разрешима и имеет 

единственное решение; 

б) при 0æ    краевая задача сопряжения безусловно разрешима и имеет æ  

линейно независимых решений; 

в) при 0æ  , краевая задача сопряжения разрешима при выполнении    æ  

условий разрешимости (19). 
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МАСЪАЛАИ КАНОРИИ НАМУДИ  РИМАН  БАРОИ СИСТЕМАИ 

МУОДИЛАЊОИ  ЭЛЛИПТИКИИ ТАРТИБИ  ЯЌУМ ДАР ЊОЛАТИ 

МАХСУСИЯТИ  ТАРТИБИ ЃАЙРИБУТУН ВА МАХСУСИЯТИ НАМУДИ 

ЃАЙРИГОЛОМОРФЇ ДОШТАНИ  КОЭФФИТСИЕНТЊО 

 

Нодирова М.И. 

Донишгоњи давлатии омӯзгории Тољљикистон ба номи С. Айнї 

 

Анотатсия. Дар  маќола масъалаи канории намуди  Риман барои системаи муодилањои 

намуди эллиптикии тартиби якум тадќиќ карда мешавад. Дар кори мазкур њолатњое 

омӯхта мешаванд, ки коэффитсиенти масъала дорои махсусиятњои тартиби ғайрибутун 

ва намуди ғайриголоморфї мебошад. Дар ин њолат  њалли масъала дар он ваќт вуљуд дорад, 

ки дар синфи функсияњое, ки махсусияти тартиби интегрониро  доранд,  яъне њал 

махсусияти хурди воњидиро  дошта метавонад. Дар натиља мо ба масъалаи канорие соњиб 

мешавем, ки коэффитсиенташ функсияи бисёрќимата мебошад. Сипас, функсияњои нави 

љусташавандаеро ворид мекунем, ки дар онњо махсусияти монанд ба махсусияти масъалаи 

коэффитсиентњои масъала вуљуд дорад. Дар натиља мо масъалаеро бо коэффисиентњои 

бефосила  ба даст меорем. Њалли масъалаи њосилшуда бо усули мукаррарї ёфта мешавад. 

Инчунин теоремае исбот карда шудааст, ки шумораи њалли масъалаи якљинса  ва шумораи 

шартњои њалшавандагии масъалаи ѓайриякљинсаро  муайян мекунад. 

Калидвожањо: функсияи аналитикї, системаи эллиптикї, намуди ѓайриголоморфї, 

функсияи бефосила, бисёраъзогии интерполятсионї, интеграли намуди Коши. 

 

A RIEMANN-TYPE BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR A SYSTEM OF FIRST 

ORDER ELLIPTIC EQUATIONS WHEN THE COEFFICIENTS HAVE SINGULARITIES 

OF NON-INTEGER ORDER AND NON-HOLOMORPHIC STRUCTURE  

 

Nadirova M.I. 

Tajik State Pedagogical University after S. Aini 

 

Annotation. The paper studies a Riemann-type boundary value problem for a system of first-order 

equations of elliptic type cases when the coefficients of the problem have singularities of non-integer 

order and non-holomorphic structure. In this case, the solution of the problem exists in the class of 

functions having a singularity of integrable  order, i.e. the solution will have a singularity order less 

than one. As a result of the transformation, we got a boundary value problem with a multivalued 

function coefficient. Then, introducing new desired functions that have singularities such as the 

coefficients of the problem, we obtain a problem with continuous coefficients. The solution of the 

obtained problem is given by the usual method. Also, a theorem that determines the number of 

solutions to a homogeneous problem and the number of solvability conditions for a non-homogeneous 

problem has been proved. 

Keywords: analytical function, elliptic system, non-holomorphic structure, continuous function, 

interpolation polynomial, Cauchy integral. 
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УДК 517.955 

ОБ ОДНОЙ ПЕРЕОПРЕДЕЛЁННОЙ СИСТЕМЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С 

ОСОБЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

С. Хомиддин  

Академия государственного управления при Президенте Республики 

Таджикистан 

 

Аннотация. В работе для одной переопределённой системы дифференциальных уравнений 

второго порядка с  сингулярными коэффициентами получено представление многообразия 

решений в явном виде, когда коэффициенты первого, второго и третьего уравнения системы 

связаны между собой определённым образом. Изучены свойства полученных решений, а 

также рассмотрены задачи с начальными данными  А1, А2 и А𝟑. 

Ключевые слова: переопределённая система, многообразие решений, прямоугольник, 

сингулярный коэффициент, свойства решений. 

 

Пусть  𝐷 прямоугольник 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 0 < 𝑥 < 𝛿1, 0 < 𝑦 < 𝛿2}. 

Далее обозначим  

Г1 = {𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < 𝛿1}, Г2 = {𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 𝛿2}. 

  В области 𝐷 рассмотрим систему следующего вида: 

{
 
 

 
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝑎1(𝑥,𝑦)

𝑟𝛼
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑏1(𝑥,𝑦)

𝑟𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑐1(𝑥,𝑦)

𝑟𝛼+𝛽
𝑢 =

𝑓1(𝑥,𝑦)

𝑟𝛼+𝛽
,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑎2(𝑥,𝑦)

𝑥𝛾
𝑢 =

𝑓2(𝑥,𝑦)

𝑥𝛾
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑏2(𝑥,𝑦)

𝑦𝛿
𝑢 =

𝑓3(𝑥,𝑦)

𝑦𝛿
,

                                  (1) 

где  𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑏𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 1,2;  𝑗 = 1,2,3 − 

заданые функции в области 𝐷,      𝛼 = 𝛽 = 2,   𝛾 = 𝛿 = 1. 

Проблеме исследования уравнений и переопределённых систем 

дифференциальных уравнений с сингулярными и суперсингулярными 

коэффициентами посвящены работы [1] – [10]. 

В настоящей работе на основе способа, разработанного в [3] и [5], получены 

представления многообразия решений системы уравнений (1) при помощи одной 

произвольной постоянной. 

В дальнейшем обозначим 𝐶2(𝐷) – класс функций, которые имеют 

непрерывные производные первого порядка в 𝐷 и такие, что  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
∈ 𝐶2(𝐷).    

Случай 1. Пусть первое уравнение системы (1) является главным. В этом 

случае получим следующее утверждение. 
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Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) 𝛼 = 𝛽 = 2,   𝛾 =  𝛿 = 1, 

коэффициенты и правые части удовлетворяют следующим условиям  

1)  𝑏1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦
1(𝐷̅), 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥

1(𝐷̅), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥
1(𝐷̅) 

                       𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷̅);  

                 2)     с2(𝑥, 𝑦) = −с1(𝑥, 𝑦) + 𝑟
4
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟2
) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦) = 0;    

               3)   |𝑏1(𝑥, 𝑦) − 𝑏1(0,0)| ≤ 𝐻1𝑟
𝛽1 , 𝐻1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛽1 > 1,          

                      |𝑎1(𝑥, 𝑦) − 𝑎1(0,0)| ≤ 𝐻2𝑟
𝛼1 ,  𝐻2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   𝛼1 > 1, 

                              |𝑏2(𝑥, 0) − 𝑏2(0,0)| ≤ 𝐻3𝑥
𝛿1 , 𝐻3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   0 < 𝛿 < 1; 

                       4) 𝑎1(0,0) > 0,    𝑏1(0,0) < 0,    𝑏2(0,0) > 0; 

          5) 𝑎) 
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑟2
) =

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑦
)  в D,                                                    

              𝑏)  𝑒𝑥𝑝 [−𝑊𝑎1
2 (𝑥, 𝑦) −

𝑎1(0,0)

𝑥
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑦

𝑥
] (𝜑1(𝑥) +                  

+∫
𝑓1(𝑥, 𝑠)

(𝑥2 + 𝑠2)2
 

𝑦

0

𝑒𝑥𝑝 [𝑊𝑎1
2 (𝑥, 𝑦) +

𝑎1(0,0)

𝑥
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑠

𝑥
] 𝑑𝑠) =

𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑥
 

               при 𝑟2𝑎2(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑏1(𝑥, 𝑦)     в  𝐷, 

       𝑐) 𝑟4
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑦
) +

𝑟2𝑓3(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑦
 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)                          

               при  𝑟2𝑏2(𝑥, у) = 𝑦𝑎1(𝑥, у)   в  𝐷 ; 

              6) 𝑓1(𝑥, 𝑦)=o(𝑒𝑥𝑝 [−
𝑎1(0,0)

𝑥
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑦

𝑥
] 𝑟𝜇1), 𝜇1 > 3 при 𝑟 → 0. 

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С2(𝐷)   передставимо в 

виде 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝 [−𝑊𝑏1
2 (𝑥, 𝑦) −

𝑏1(0,0)

𝑦
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑥

𝑦
] {𝜓1(𝑦)

+ ∫𝑒𝑥𝑝 [𝑊𝑏1
2 (𝑡, 𝑦) +

𝑏1(0,0)

𝑦
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑡

𝑦
−𝑊𝑎1

2 (𝑡, 𝑦)

𝑥

0

−
𝑎1(0,0)

𝑡
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑦

𝑡
](𝜑1(𝑡)

+ ∫
𝑓1(𝑥, 𝑠)

(𝑥2 + 𝑠2)2
 

𝑦

0

𝑒𝑥𝑝 [𝑊𝑎1
2 (𝑡, 𝑠) +

𝑎1(0,0)

𝑡
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑠

𝑡
] 𝑑𝑠)𝑑𝑡} ≡ 

≡ 𝐾1(𝜓1(𝑦), 𝜑1(𝑥), 𝑓1(𝑥, 𝑦)),                          (2) 



34 
 

 𝜓1(𝑦) = 𝑦
−𝑏2(0,0)𝑒𝑥𝑝[−𝑊𝑏2

1 (0, 𝑦)](𝑐1 +∫
𝑓3(0, 𝑠)𝑒𝑥𝑝[𝑊𝑏1

1 (0, 𝑠)]

𝑠1−𝑏2(0,0)
 

𝑦

0

𝑑𝑠) ≡ 

≡ 𝑁1(𝑐1, 𝑓3(0, 𝑦)),                                             (3) 

 

       𝜑1(𝑥) =
𝑓2(𝑥, 0)

𝑥
,                                                     (4) 

  𝑊𝑏1
2 (𝑥, 𝑦) = ∫

𝑏1(𝑡, 𝑦) − 𝑏1(0,0)

𝑡2 + 𝑦2 
𝑑𝑡,

𝑥

0

𝑊𝑎1
2 (𝑥, 𝑦) = ∫

𝑎1(𝑥, 𝑠) − 𝑎1(0,0)

𝑥2 + 𝑠2 
𝑑𝑠,   

𝑦

0

 

     𝑊𝑏2
1 (0, 𝑦) = ∫

𝑏2(0, 𝑠) − 𝑏2(0,0)

𝑠 
𝑑𝑠,

𝑦

0

 

   с1 – произвольная постоянная. 

 При этом полученное решение обладает следующими свойствами: 

10. Если    𝑥 → 0, то 

                             lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦) = 𝜓1(𝑦). 

 20. Если 𝑥 → 0 и 𝑦 → 0, то 

 lim
𝑦→0

{ lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑂(𝑦−𝑏2(0,0)). 

30.  lim
          𝑦→0

{𝑦𝑏2(0,0) lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑐1.       

 40. Если   𝑦 → 0 и 𝑥 ≠ 0, то 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑂 (𝑒𝑥𝑝 [−
𝑏1(0,0)

𝑦
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑥

𝑦
]). 

Случай 2. Пусть второе уравнение системы (1) является исходным. В этом 

случае получим следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть в системе уравнений  (1) 𝛼 = 𝛽 = 2,   𝛾 =  𝛿 = 1 

коэффициенты и правые части удовлетворяют следующим условиям  

1)  𝑏1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦
1(𝐷̅), 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦

1(𝐷̅), 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥
1(𝐷̅), 

                       𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦
1(𝐷̅), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥

1(𝐷̅), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷̅);  

                         2)     с2(𝑥, 𝑦) = −с1(𝑥, 𝑦) + 𝑟
4 𝜕

𝜕𝑦
(
𝑏1(𝑥,𝑦)

𝑟2
) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦) = 0; 

               3)     |𝑎2(𝑥, 𝑦) − 𝑎2(0,0)| ≤ 𝐻1𝑥
𝜆1 , 𝐻1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜆1 < 1, 

                       |𝑏2(0, 𝑦) − 𝑏2(0,0)| ≤ 𝐻2𝑦
𝜈1 , 𝐻2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   0 < 𝜈1 < 1; 

                       4) 𝑎2(0,0) > 0,    𝑏2(0,0) < 0; 

                    5) 𝑎) 
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑦
)  в D,                                                   
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    𝑏) 𝑒𝑥𝑝 [−𝑊𝑎1
2 (𝑥, 𝑦) −

𝑎1(0,0)

𝑥
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑦

𝑥
] (𝜑1(𝑥) +                  

+∫
𝑓1(𝑥, 𝑠)

(𝑥2 + 𝑠2)2
 

𝑦

0

𝑒𝑥𝑝 [𝑊𝑎1
2 (𝑥, 𝑠) +

𝑎1(0,0)

𝑥
𝑎𝑟𝑐 tan

𝑠

𝑥
] 𝑑𝑠) =   

=
𝑓2(𝑥,𝑦)

𝑥
   в 𝐷, 

 𝑐) 𝑥𝑦
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑦
) + 𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦) =                                            

= 𝑥𝑦
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑓2(𝑥,𝑦)

𝑥
) + 𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)        в  D; 

   Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С2(𝐷)    передставимо 

в виде 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥−𝑎2(0,0)𝑒𝑥𝑝[−𝑊𝑎2
1 (𝑥, 𝑦)] (𝜓2(𝑦) + ∫

𝑓2(𝑡, 𝑦)𝑒𝑥𝑝[𝑊𝑎2
1 (𝑡, 𝑦)]

𝑡1−𝑎2(0,0)
 

𝑥

0

𝑑𝑡) ≡ 

≡ 𝐾2(𝜓2(𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦)),                (5) 

    𝜓2(𝑦) = 𝑦
−𝑏2(0,0)𝑒𝑥𝑝[−𝑊𝑏2

1 (0, 𝑦)]𝑐2 ,                                                         (6) 

                                                                                           

𝑊𝑎2
1 (𝑥, 𝑦) = ∫

𝑎2(𝑡, 𝑦) − 𝑎2(0,0)

𝑡 
𝑑𝑡,   

𝑥

0

     𝑊𝑏2
1 (0, 𝑦) = ∫

𝑏2(0, 𝑠) − 𝑏2(0,0)

𝑠 
𝑑𝑠,

𝑦

0

 

   с2 – произвольная постоянная. 

Полученное решение обладает свойствами. 

10. Если    𝑥 → 0, то 

lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)  =  𝑂(𝑥−a2(0,0)). 

       20.  lim
𝑦→0

{𝑥𝑎2(0,0)  lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝜓2(0) = {
0 при    𝑏2(0,0) < 0,

∞ при   𝑏2(0,0) > 0.
       

                     30.    lim
                                          𝑦→0

{𝑥𝑎2(0,0)  lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑂(𝑦−𝑏2(0,0))при 𝑏2(0,0) > 0.   

40.  lim
𝑦→0

{𝑦𝑏2(0,0)𝑥𝑎2(0,0)  lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑐2.                                                  

Случай 3. Пусть третье уравнение системы (1) является исходным. В этом 

случае получим следующие утверждения. 

Теорема 3. Пусть в системе уравнений  (1) 𝛼 = 𝛽 = 2,   𝛾 =  𝛿 = 1 

коэффициенты и правые части удовлетворяют следующим условиям  

1) 𝑏1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦
1(𝐷̅), 𝑎2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦

1(𝐷̅), 𝑏2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥
1(𝐷̅), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈  

       𝐶𝑦
1(𝐷̅),  𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥

1(𝐷̅);  
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2)  с2(𝑥, 𝑦) = −с1(𝑥, 𝑦) + 𝑟
4 𝜕

𝜕𝑦
(
𝑏1(𝑥,𝑦)

𝑟2
) + 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦) = 0; 

3) |𝑏2(𝑥, 𝑦) − 𝑏2(0,0)| ≤ 𝐻1𝑦
𝜇1 , 𝐻1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝜇1 < 1, 

      |𝑎2(𝑥, 0) − 𝑎2(0,0)| ≤ 𝐻2𝑥
𝜆1 ,  𝐻2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   0 < 𝜆1 < 1, 

4) 𝑏2(0,0) > 0; 

       𝑎) 
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑏2(𝑥,𝑦)

𝑦
) =  

𝜕

𝜕𝑦
(
𝑏1(𝑥,𝑦)

𝑟2
) =

𝜕

𝜕𝑦
(
𝑎2(𝑥,𝑦)

𝑥
)   в D, 

                          𝑏) 𝑟4𝑦
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑦
) + 𝑟2 𝑏1(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑦                        

                   при  𝑟2𝑏2(𝑥, у) = 𝑦𝑎1(𝑥, у)  в  𝐷, 

𝑐) 𝑥𝑦
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑦
) + 𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦) =                                

= 𝑥𝑦
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑓2(𝑥,𝑦)

𝑥
) + 𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)      в  𝐷;              

тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С2(𝐷)   передставимо в 

виде  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦−𝑏2(0,0)𝑒𝑥𝑝[−𝑊𝑏2
1 (𝑥, 𝑦)] (𝜑2(𝑥) + ∫

𝑓3(𝑥, 𝑠)𝑒𝑥𝑝[𝑊𝑏2
1 (𝑥, 𝑠)]

𝑠1−𝑏2(0,0)
 

𝑦

0

𝑑𝑠) ≡ 

≡ 𝐾3(𝜑2(𝑥), 𝑓3(𝑥, 𝑦)),                    (7) 

 𝜑2(𝑥) = 𝑥−𝑎2(0,0)𝑒𝑥𝑝[−𝑊𝑎2
1 (0, 𝑦)]𝑐3,                                                        (8) 

                                                                                           

     𝑊𝑏2
1 (𝑥, 𝑦) = ∫

𝑏2(𝑥, 𝑠) − 𝑏2(0,0)

𝑠 
𝑑𝑠,

𝑦

0

   𝑊𝑎2
1 (𝑥, 0)  = ∫

𝑎2(𝑡, 0) − 𝑎2(0,0)

𝑡 
𝑑𝑡,   

𝑥

0

  

      с3 – произвольная постоянная. 

Полученное решение обладает свойствами. 

10. Если    𝑦 → 0, то 

lim
𝑦→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)  =  𝑂(𝑦−𝑏2(0,0)). 

       20.  lim
𝑥→0

{ 𝑦𝑏2(0,0)  lim
𝑦→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝜑2(0) = {
0 при    𝑎2(0,0) < 0,

∞ при   𝑎2(0,0) > 0.
       

                     30.  lim
                                          𝑥→0   

{𝑦𝑏2(0,0)  lim
𝑦→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑂(𝑥−𝑎2(0,0))при 𝑏2(0,0) > 0.      

  40.  lim
𝑥→0

{𝑥𝑎2(0,0)𝑦𝑏2(0,0)  lim
𝑦→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑐3.                                                   

Полученные интегральные представления дают возможность ставить и 

решать следующие задачи с начальными данными. 

Задача 𝑨𝟏. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷) 

по начальному условию   
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lim
𝑦→0

{𝑦𝑏2(0,0) lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑝1,  

где 𝑝1 − заданная постоянная. 

Задача А𝟐. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷) 

по начальному условию   

lim
𝑦→0

{𝑦𝑏2(0,0)𝑥𝑎2(0,0) lim
𝑥→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑝2,  

где 𝑝2 − заданная известная постоянная. 

Задача А𝟑. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 𝐶2(𝐷) 

по начальному условию   

 lim
𝑥→0

{𝑥𝑎2(0,0)𝑦𝑏2(0,0)  lim
𝑦→0

𝑢 (𝑥, 𝑦)} = 𝑝3,  

где 𝑝3 − заданная известная постоянная. 

Решение задачи 𝐴1. Для решения задачи 𝐴1 используем интегральное 

представление  (2), (3), (4) и условие задачи 𝐴1 и получим, что  с1 = 𝑝1. 

Итак, доказана 

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда единственное 

решение задачи 𝐴1  выражается формулами (2), (3), (4), где с1 = 𝑝1. 

О разрешимости задач А2 и А𝟑  получены следующие утверждения. 

Теорема 5. Пусть коэффициенты и правые части системы уравнений  (1) 

удовлетворяют всем условиям теоремы 2. Тогда единственное решение задачи 

А2 выражается формулами (5), (6), где с2 = 𝑝2. 

Теорема 6. Пусть коэффициенты и правые части системы уравнений  (1) 

удовлетворяют всем условиям теоремы 3. Тогда единственное решение задачи 

А2 выражается формулами (7), (8), где с2 = p3. 
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ОИД БА ЯК СИСТЕМАИ ФАРОМУАЙЯНИ МУОДИЛАЊОИ 

ДИФФЕРЕНСИАЛИИ ТАРТИБИ ДУЮМ БО КОЭФФИТСИЕНТЊОИ МАХСУС 

 

С. Хомиддин 

Академияи идоракунии давлатии назди Президенти Љумњурии Тољикистон 

 
Аннотатсия. Дар кори мазкур барои як системаи фаромуайяни муодилањои 

дифференсиалии тартиби дуюм бо коэффитсиентњои сингулярї тасвирњои интегралии њал 

дар њолате, ки коэффитсиентњои муодилаи якум, дуюм ва сеюм байни худ ба таври муайян 

вобаста мебошанд, ба таври ошкор ёфта шудаанд. Хосиятњои њал омӯхта шуда, инчунин 

масъала бо шартњои аввалаи 𝐴1, 𝐴2  ва  𝐴3  дида баромада шудааст. 

Калидвожањо: системаи фаромуайян, тасвири интегралии њал, росткунља, 

коэффитсиенти сингулярї, хосиятњои њал. 

 

ON ONE OVERDETERMINATED  SYSTEM OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL 

EQUATIONS WITH SPECIAL  COEFITSIENTS 

 

S. Homiddin 
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Annotation.  For one overdetermined system of second-order differential equations with  singular 

coefitsients, an explicit representation of the solutions is obtained when the coefficients of the first, 

second and third equations of the system are related in a certain way. Are stadied  properties of the 

obtained solutions , as well as  considered problem with initial data А1,  А2 and А𝟑. 

Keywords: overdetermined system, manifolds of solutions, rectangle, singular coefitsients, properties 

of solutions. 
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УДК 517.956 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МНОГООБРАЗИЯ РЕШЕНИЙ 

ДЛЯ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С ОДНОЙ СЛАБОЙ И ОДНОЙ СИНГУЛЯРНОЙ ЛИНИЕЙ 

В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ  

 

Шоймкулов Б.М. 

Таджикский национальный университет 

 
Аннотация. В настоящей работе исследована переопределённая система 

дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с одной слабой и одной 

сингулярной линией в общем случае. При выполнении условий совместности общее решение 

найдено в явном виде через три произвольные постоянные. Используя полученные решения, 

можно поставить задачу с начальными данными (задачи типа Коши).  

Ключевые слова: произвольные постоянные, частные производные, условия совместности, 

система дифференциальных уравнений, сингулярная линия, переопределенная система. 

 

Статья [1] посвящена формальной теории дифференциальных уравнений и её 

приложений в компьютерной алгебре, в работе [2] исследована 

переопределенная система дифференциальных уравнений в частных 

производных с одной сингулярной и одной слабой сингулярной линией, найдены 

многообразия решений в явном виде, содержащем  три произвольные 

постоянные.  

Статья [3] была посвящена исследованию переопределенных систем 

дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка с одной 

сингулярной и одной сверх - сингулярной точкой, где общее решение содержит 

одну произвольную постоянную. 

К теории переопределенных систем дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка с одной слабой сингулярной и двумя сверх - 

mailto:smpk1992@mail.ru.
https://elibrary.ru/item.asp?id=43146558
https://elibrary.ru/item.asp?id=43146558
https://elibrary.ru/item.asp?id=44156435
https://elibrary.ru/item.asp?id=44156435
https://elibrary.ru/item.asp?id=44156435
https://elibrary.ru/item.asp?id=44344858
https://elibrary.ru/item.asp?id=44344858
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сингулярными линиями посвящена работа [4], далее в работе [5] изучена  

переопределённая система дифференциальных уравнений в частных 

производных первого порядка с одной сингулярной линией. 

Исследованию некоторых переопределенных систем дифференциальных 

уравнений в частных производных первого порядка с одной сингулярной и двумя 

сверх - сингулярными точками  посвящена работа [6].  

Теория переопределенных систем дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка с одной сингулярной линией в общем случае 

рассмотрена в [7], где многообразия решений содержат три произвольные 

постоянные. В статье [8] рассмотрена теория переопределенных систем 

дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с одной 

сингулярной линией. 

В работе [9] рассмотрена теория переопределенных систем 

дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с одной 

сингулярной точкой и одной сингулярной линией и работа [10]  посвящена 

исследованию переопределенных систем дифференциальных уравнений в 

частных производных второго порядка с одной сингулярной точкой и одной 

граничной сверх - сингулярной линией. Найдено многообразие решений, 

которые содержат три произвольные постоянные, изучен характер найденных 

решений в окрестности сингулярных точек. 

Через 𝐷 обозначим треугольную область, ограниченную отрезками 

Г1 = {0 < 𝑥 < 𝑎0, 𝑦 = 0}, Г2 = {0 < 𝑥 < 𝑎0, 𝑦 = 𝑥}, Г3 = {𝑥 = 𝑎0, 0 < 𝑦 < 𝑎0}. 

В области 𝐷 рассмотрим переопределенную систему дифференциальных 

уравнений 

{
  
 

  
 
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
=
𝑎1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝑐1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
𝑣 +

𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
,

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
𝑣 +

𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
,

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
=
𝑎3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝑏3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑐3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
𝑣 +

𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
,

     (1) 

где 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 1, 𝑎𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑏𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3) - заданные 

функции класса 𝐶1(𝐷) ∩ 𝐶(𝐷̅), 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷) - неизвестная функция. 

Пусть в системе (1) коэффициенты 𝑎𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑏𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3) и правые 

части 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3) удовлетворяют условиям совместности: 

𝑎3(𝑥, 𝑦), 𝑏3(𝑥, 𝑦), 𝑐3(𝑥, 𝑦), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑥
1(𝐷̅), 

𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑏2(𝑥, 𝑦), 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
1(𝐷̅),                     (2) 

𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑦
1(𝐷̅), 

https://elibrary.ru/item.asp?id=44344858
https://elibrary.ru/item.asp?id=47297088
https://elibrary.ru/item.asp?id=47297088
https://elibrary.ru/item.asp?id=47297088
https://elibrary.ru/item.asp?id=42822073
https://elibrary.ru/item.asp?id=42822073
https://elibrary.ru/item.asp?id=42822073
https://elibrary.ru/item.asp?id=46251085
https://elibrary.ru/item.asp?id=46251085
https://elibrary.ru/item.asp?id=46251084
https://elibrary.ru/item.asp?id=46251084
https://elibrary.ru/item.asp?id=46251084
https://elibrary.ru/item.asp?id=47425324
https://elibrary.ru/item.asp?id=47425324
https://elibrary.ru/item.asp?id=47425324
https://elibrary.ru/item.asp?id=49496350
https://elibrary.ru/item.asp?id=49496350
https://elibrary.ru/item.asp?id=49496350
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𝜕

𝜕𝑥
[
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑏2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
+
𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑎1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
] +

𝑎3(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
,                            (3) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑏2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑏1(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑏2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)𝑏3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
+

𝑐1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
,    (4) 

𝜕

𝜕𝑥
[
с2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)с1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)с2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
с1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
] +

𝑎1(𝑥, 𝑦)с2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)с3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
,         (5) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
] +

𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏1(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
,         (6) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑎3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎1(𝑥, 𝑦)𝑎3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
+
𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑏3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
+
𝑐3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑎2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
+
𝑎3(𝑥, 𝑦)𝑏2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
,            (7) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑏3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎3(𝑥, 𝑦)𝑏1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑏2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
+
𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
,               (8) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑐3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎3(𝑥, 𝑦)𝑐1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏3(𝑥, 𝑦)𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑐2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑐3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
,            (9) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎3(𝑥, 𝑦)𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+2
+
𝑏3(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
= 

=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
] +

𝑎2(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
+
𝑏2(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)3
.        (10) 

Тогда, вводя новую функцию 𝑣(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)−1𝑢 и используя равенства 

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑏1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑏2(𝑥, 𝑦),  𝑔3(𝑥, 𝑦) = 𝑏3(𝑥, 𝑦) из системы (1) 

получим систему дифференциальных уравнений в частных производных второго 

порядка вида  
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{
  
 

  
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=
𝑔1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=
𝑔3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
.

,                            (11) 

 

Далее, пусть функции 𝑔𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3) – удовлетворяют следующим 

условиям  

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑔2(𝑥, 𝑦)𝑔2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑔1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
] +

𝑔1(𝑥, 𝑦)𝑔3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
, (12) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑔2(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
] +

𝑔1(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼+1
, (13) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑔3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] =

𝜕

𝜕𝑦
[
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
],                                         (14) 

𝜕

𝜕𝑥
[
𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑔3(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛽+1
=
𝜕

𝜕𝑦
[
𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
] +

𝑔2(𝑥, 𝑦)𝑓3(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)2
, (15) 

Вводя новую функцию 𝑊(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
, из двух последних уравнений системы (11) 

приходим к решению следующей системы  

{
 
 

 
 𝜕𝑊

𝜕𝑥
=
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
𝑊 +

𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
,

𝜕𝑊

𝜕𝑦
=
𝑔3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
𝑊 +

𝑓3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
.

                                  (16) 

Пусть выполнены условия совместности (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10) или 

(12), (13), (1.4), (15). Тогда, считая второе равнение системы (16) основным, 

соответствующее однородное уравнение для второго уравнения этой системы 

запишем в виде 

𝜕𝑙𝑛𝑊

𝜕𝑦
=
𝑔3(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
. 

Интегрируя последнее равенство, получим 

𝑙𝑛𝑊(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑔3(𝑥, 𝜏) − 𝑔3(0,0)

𝑥 − 𝜏

𝑦

0

𝑑𝜏 − 𝑔3(0,0)𝑙𝑛|𝑥 − 𝑦| + 𝜓1(𝑥), 

или  

𝑊(𝑥, 𝑦) = exp(𝜔1(𝑥, 𝑦))(𝑥 − 𝑦)
−𝑔3(0,0)𝜓1(𝑥),             (17) 

где 
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𝜔1(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑔3(𝑥, 𝜏) − 𝑔3(0,0)

𝑥 − 𝜏

𝑦

0

𝑑𝜏, 

𝜓1(𝑥) – произвольная непрерывно – дифференцируемая функция.  

Из равенства (17), дифференцируя по переменной 𝑦, подставляя во второе  

уравнение системы (16), после интегрирования имеем  

𝜓1(𝑥) = ∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)
𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏

𝑦

0

+ 𝜓2(𝑥), 

где 𝜓2(𝑥) – произвольная непрерывно – дифференцируемая функция.  

Подставляя значение 𝜓1(𝑥) в равенство (17), находим общее решение второго 

уравнения системы (16) в виде 

𝑊(𝑥, 𝑦) = exp(𝜔1(𝑥, 𝑦))(𝑥 − 𝑦)
−𝑔3(0,0)[𝜓2(𝑥) + 

+∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)
𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏

𝑦

0

].                         (18) 

Для существования решения вида (18) предположим, что функция 𝑔3(𝑥, 𝜏) в 

окрестности сингулярной линии 𝑦 = 𝑥 удовлетворяет условию типа Гельдера 

|𝑔3(𝑥, 𝑦) − 𝑔3(0,0)| ≤ 𝐻1(𝑥 − 𝑦)
𝛾1 , 𝐻1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝛾1 > 0,   (19) 

а функция 𝑓3(𝑥, 𝑦) в окрестности сингулярной линии 𝑦 = 𝑥 превращается в нуль 

с асимптотической формулой  

𝑓3(𝑥, 𝑦) = о[(𝑥 − 𝑦)
𝛾2], 𝛾2 > 0,                                (20) 

и 𝑔3(0,0) > 0. 

Тогда, подставляя 𝑊(𝑥, 𝑦) из равенства (18) в первое уравнение системы (16), 

приходим к условию совместности  

𝜕

𝜕𝑦
{(
𝑔2(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑦
−
𝜕𝜔1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+
𝑔3(0.0)

𝑥 − 𝑦
)[𝜓2(𝑥) + 

+∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)
𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏] +                            (21)

𝑦

0

 

+
𝑓2(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝑦))

(𝑥 − 𝑦)1−𝑔3(0,0)
} =

𝜕

𝜕𝑦
[
𝑓3(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝑦))

(𝑥 − 𝑦)1−𝑔3(0,0)
], 

эквивалентное условиям совместности системы (11). 

Используя условие (21), для нахождения произвольной функции 𝜓2(𝑥) имеем  

𝑑𝜓2(𝑥)

𝑑𝑥
= (

𝑔2(𝑥, 0)

𝑥
+
𝑔3(0.0)

𝑥
)𝜓2(𝑥) +

𝑓2(𝑥, 0)

𝑥1−𝑔3(0,0)
.         (22) 

Общее решение (22) находим в виде 

𝜓2(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑥, 0)) 𝑥
𝑔2(0,0)+𝑔3(0,0)[𝑐1 + 
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+∫
𝑓2(𝑡, 0)

𝑡1−𝑔3(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑡, 0))𝑑𝑡],                                  (23) 

где 

𝜔2(𝑥, 0) = ∫
𝑔2(𝑡, 0) − 𝑔2(0,0)

𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡. 

Подставляя значение 𝜓2(𝑥) из равенство (23) в (18), находим общее решение 

системы (16) в виде 

𝑊(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝(𝜔1(𝑥, 𝑦))(𝑥 − 𝑦)
−𝑔3(0,0)[𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑥, 0)) ∙ 

∙ 𝑥𝑔2(0,0)+𝑔3(0,0)(𝑐1 +∫
𝑓2(𝑡, 0)

𝑡1−𝑔3(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑡, 0))𝑑𝑡) + 

+∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)
𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏

𝑦

0

].                           (24) 

Для существования решения вида (24) предположим, что функция 𝑔2(𝑥, 0) в 

окрестности сингулярной точки 𝑥 = 0 удовлетворяет условию типа Гельдера 

|𝑔2(𝑥, 0) − 𝑔2(0,0)| ≤ 𝐻2𝑥
𝛾3 , 𝐻2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝛾3 > 0,   (25) 

а функция 𝑓2(𝑥, 0) в окрестности сингулярной точки 𝑥 = 0 превращается в нуль 

с асимптотической формулой  

𝑓2(𝑥, 0) = о[𝑥
𝛾4], 𝛾4 > 0.                                (26) 

Далее, от функции 𝑊(𝑥, 𝑦) потребуем, чтобы она удовлетворяла первое 

уравнение системы (11), для этого будем использовать равенство 𝑊(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 и 

это равенство дает возможность представить функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) в виде 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫𝑊(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝜓(𝑥).                           (27)

𝑦

𝑜

 

Подставляя равенство (27) в первое уравнение системы (11) и учитывая (24), 

получаем условие  

𝜕2

𝜕𝑥2
{
𝑒𝑥𝑝(𝜔1(𝑥, 𝑦))

(𝑥 − 𝑦)𝑔3(0,0)
[𝑒𝑥𝑝 (𝜔2(𝑥, 0))𝑥

𝑔2(0,0)+𝑔3(0,0)(𝑐1 +  

+∫
𝑓2(𝑡, 0)

𝑡1+𝑔2(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(−𝜔2(𝑡, 0)) 𝑑𝑡 + 

+∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)

𝑦

0

𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏]} =                     (28) 
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=
𝜕

𝜕𝑦
{
𝑔1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
∙
𝑒𝑥𝑝(𝜔1(𝑥, 𝑦))

(𝑥 − 𝑦)𝑔3(0,0)
[𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑥, 0))𝑥

𝑔2(0,0)+𝑔3(0,0)(𝑐1 +  

+∫
𝑓2(𝑡, 0)

𝑡1+𝑔2(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(−𝜔2(𝑡, 0)) 𝑑𝑡 + 

+∫
𝑓3(𝑥, 𝜏)

(𝑥 − 𝜏)1−𝑔3(0,0)

𝑦

0

𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏] +
𝑓1(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑦)𝛼
}. 

В этом случае для функции 𝜓(𝑥) будем иметь следующее обыкновенное 

дифференциальное уравнение  

𝑑2𝜓(𝑥)

𝑑𝑥2
=

𝑔1(𝑥, 0)

𝑥𝛼−𝑔2(0,0)
𝑒𝑥𝑝 (𝜔2(𝑥, 0))(𝑐1 + 

+∫
𝑓2(𝑡, 0)

𝑡1+𝑔2(0,0)
𝑒𝑥𝑝(−𝜔2(𝑡, 0))𝑑𝑡)

𝑥

0

+
𝑓1(𝑥, 0)

𝑥𝛼
.                     (29) 

Дважды интегрируя уравнение (29), находим 𝜓(𝑥) в виде  

𝜓(𝑥) = 𝑐1∫
(𝑥 − 𝑡)𝑔1(𝑡, 0)

𝑡𝛼−𝑔2(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑡, 0)) 𝑑𝑡 + 

+∫
(𝑥 − 𝑡)2𝑔1(𝑡, 0)𝑓2(𝑡, 0))

2𝑡𝛼+1

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑥, 0) − 𝜔2(𝑡, 0)) 𝑑𝑡 + (30) 

+∫
(𝑥 − 𝑡)𝑓1(𝑡, 0)

𝑡𝛼

𝑥

0

𝑑𝑡 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3. 

Подставляя найденное значение 𝜓(𝑥) из (30) в (27), учитывая (24), находим 

общее решение системы (11).  

Итак, доказано:  

Теорема 1. Пусть в системе (11) (или (1)) 𝛼 < 1,  функции 

𝑎𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑏𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3) (или 𝑔𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦)(1 ≤ 𝑗 ≤ 3)) - 

удовлетворяют условиям (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10)(или (12), (13), (14), 

(15)), (19), (20), (21), (25), (26) и 𝑔3(0,0) > 0. Тогда любое решение системы (11) 

(или (1)) из класса )(2 DC  представимо в виде  

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑓3(𝑥, 𝜏1) 𝑒𝑥𝑝(−𝜔1(𝑥, 𝜏1))

𝑥 − 𝜏1
𝑊(𝑥, 𝜏1)𝑑𝜏1

𝑦

0

+ 

+𝑐1[∫(
𝑥

𝑥 − 𝜏
)𝑔3(0,0)

𝑦

0

𝑥𝑔2(0,0)𝑒𝑥𝑝(𝜔1(𝑥, 𝜏) + 𝜔2(𝑥, 0))𝑑𝜏 + 
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+∫
(𝑥 − 𝑡)𝑔1(𝑡, 0)

𝑡𝛼−𝑔2(0,0)

𝑥

0

𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑡, 0)) 𝑑𝑡] +                   (31) 

+∫𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑓2(𝑡, 0)𝑑𝑡

𝑥

0

+∫
(𝑥 − 𝑡)𝑓1(𝑡, 0)

𝑡𝛼

𝑥

0

𝑑𝑡 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3,  

где  

𝐾5(𝑥, 𝑦, 𝑡) = [
1

𝑡1+𝑔2(0,0)
∫ (

𝑥

𝑥 − 𝑦
)𝑔3(0,0)𝑥𝑔2(0,0)𝑒𝑥𝑝(𝜔1(𝑥, 𝜏)) 𝑑𝜏

𝑦

0

+ 

+
(𝑥 − 𝑡)2𝑔1(𝑡, 0)

2𝑡𝛼+1
]𝑒𝑥𝑝(𝜔2(𝑥, 0) − 𝜔2(𝑡, 0)), 

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 - произвольные постоянные числа. 

Замечание 1. Решение вида (31) в окрестности сингулярной линии xy   при 

выполнении всех условий теоремы 1 непрерывно. 
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ТАСВИРИ ИНТЕГРАЛЇ ДАР ЊОЛАТИ УМУМЇ, КИ 

ЊАЛЊОИ СИСТЕМАИ ФАРОМУАЙЯНИ МУОДИЛАЊОИ ДИФФЕРЕНСИАЛЇ БО 

ЊОСИЛАЊОИ ХУСУСИИ ТАРТИБИ ДУЮМ, КИ  ЯК ХАТИ МАХСУСИЯТИ СОДА 

ВА ЯК ХАТИ СИНГУЛЯРЇ ДОРАНД   

 

Шоймкулов Б.М. 

Донишгоњи миллии Тољикистон 

 

Аннотатсия. Дар маќолаи мазкур системаи муодилањои дифференсиалии фаромуайян бо 

њосилањои хусусии тартиби дуюм, ки як хати махсусияти сода ва як хати сингулярї дорад, 

дар њолати умумї омӯхта мешавад. Њангоми иљро шудани шартњои њамљоягї њалли умумии 

ин система, ки се доимии ихтиёриро дарбар мегирад, дар намуди ошкор ёфта шудааст. 

Њалли умумии ёфташударо истифода бурда, масъалаи дорои шартњои ибтидоиро 

(масъалаи намуди Коши) гузошта, њал кардан мумкин аст.  

Калидвожањо: доимии ихтиёрї, њосилањои хусусї, шарти њамљоягї, системаи муодилањои 

дифференсиалї, хати сингулярї, системаи барзиёдмуайян шуда. 

 

INTEGRAL REPRESENTATIONS OF A VARIETY OF SOLUTIONS FOR 

OVERDETERMINED SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ONE WEAK 

AND ONE SINGULAR LINE IN THE GENERAL CASE 
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Annotation. In this paper, we study an overdetermined system of second-order partial differential 

equations with one weak and one singular line in the general case. When the compatibility conditions 

are met, the general solution is found explicitly through three arbitrary constants. Using the solutions 

obtained, it is possible to set a problem with initial data (Cauchy type problems). 

Keywords: arbitrary constants, partial derivatives, compatibility condition, systems of differential 

equations, singular line, over determined system. 
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Ф И З И К А  

УДК 530.1 

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ НА 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА CsPbX3 (Х = Cl, Br, I)  

 

Азизова Ш.М.1, Курбониён M.C.1,2, Ямамото Т.3 

Физико-технический институт имени С.У.Умарова Национальной 

академии науки Таджикистана 1 (Таджикистан) 

Чунцинский университет связи и телекоммуникаций2 (Китай) 

Мемориальный научно-исследовательский институт материаловедения и 

технологии Кагаями, Университет Васэда3 (Япония) 

Аннотация. В работе представлены результаты исследований зависимости параметров 

элементарных ячеек и их объёмов от температуры в интервале от 0 до 1000 К с шагом в 200 

К, для полупроводниковых материалов CsPbX3 (X = Cl, Br, I) со структурой перовскита, в 

рамках теории функционала плотности. Также представлены результаты оптимизации 

параметров элементарных ячеек и их сравнения с экспериментальными данными из 

литературы, для десяти полупроводников различных фаз. Определено, что для CsPbI3 и 

CsPbBr3 объём элементарной ячейки с увеличением температуры увеличивается с гораздо 

большей скоростью, чем для CsPbCl3.   

Ключевые слова: оптимизация, элементарная ячейка, геометрические свойства, теория 

функционала плотности, перовскит, кубическая фаза. 

Мировая общественность в последние годы активно выступает против 

использования традиционных источников энергии. Многие государства 

вовсю разрабатывают энергетические стратегии, направленные на полное 

замещение невозобновляемых источников энергии (угля, нефти, газа) 

экологичными альтернативными источниками. Возобновляемые ресурсы 

сейчас считаются основным средством снижения выбросов углекислого газа 

в атмосферу.  

Изначально, в качестве полупроводниковых материалов в солнечных 

батареях применялись солнечные материалы на основе монокристаллического, 

поликристаллического и аморфного кремния, с КПД порядка 18-22, 12-18 и 5-8% 

соответственно. С целью повышения КПД были рассмотрены и другие варианты 

органо-неорганические материалы. Следующим полупроводниковым 

материалом для использования в солнечных батареях были материалы на основе 

арсенида галлия или индия, КПД которых достигает почти 50%. Однако широкое 

использование таких материалов в промышленности было ограничено 

достаточно высокой стоимостью.  

Сегодня задачей повышения КПД солнечных панелей занимаются научно-

исследовательские центры, и данное направление является приоритетным. 
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Инженерами предпринимаются попытки производить такую солнечную 

систему, которая будет состоять из модулей разных материалов. Смысл такой 

задумки заключается в том, чтобы разные материалы и несколько слоев могли 

впитывать в себя все типы энергии: как инфракрасное излучение, так и 

ультрафиолетовое. Подобное решение сможет повысить КПД в два, а то и в три 

раза.  

На сегодняшний день наиболее широкое применение в качестве 

фотоактивных материалов в солнечных батареях нашли материалы на основе 

комплексных галогенидов свинца APbX3 (где А – одновалентный органический 

или неорганический катион, а Х – анион галогена) [1]. Длина свободного пробега 

носителей зарядов в таких полупроводниковых материалах достигает 150 мкм 

[2], а их подвижность превышает 175 см2В-1с-1 [3]. Благодаря этому, 

эффективности преобразования света в перовскитных солнечных батареях 

выросли с 3.8% в 2009 г., до более чем 25% за рекордно короткие сроки (для 

сравнения, эффективность лучших солнечных элементов на основе 

монокристаллического кремния составляет 26.6%) [4].  

Из работы Моллера [5], где исследованы структурные свойства CsPbX3 (X = 

I) с помощью рентгеновской дифракции известно, что эти соединения 

существуют в трех различных фазах и при определённых температурах могут 

переходить из одной фазы в другую. Так, например, полупроводник CsPbCl3 со 

структурой перовскита может существовать в орторомбической структуре при 

температурах ниже 315 К, в тетрагональной структуре в диапазоне температур от 

315 К до 320 К и в кубической структуре при температурах выше 320 К.  

Поэтому, в работе исследовались методом теории функционала плотности с 

использованием программного пакета VASP, зависимости объёмов и параметров 

элементарных ячеек для полупроводниковых материалов CsPbX3 (X = Cl, Br, I) 

со структурой кубической фазы от температуры в интервале от 0 до 1000 К с 

шагом в 200 К. Также оптимизированы значения параметров элементарных ячеек 

для десяти полупроводниковых материалов со структурой перовскита различной 

фазы [5]. 

В процессе оптимизации значений параметров элементарных ячеек, 

получили CONTCAR файл, где хранится информация о структуре материала и 

при помощи программного пакета VESTA построили визуально элементарную 

ячейку для десяти материалов. В силу симметрии и идентичности образа 

элементарной ячейки, на рис. 1 приведены не все десять материалов, а по одному 

материалу каждой из фаз. 
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Рисунок 1. Элементарные ячейки для полупроводников CsPbIBr2 (а), CsPbI3 (б) и 

CsPbIBrCl (в) 

 

Все три кубические фазы (CsPbI3, CsPbBr3 и CsPbCl3) имеют 

пространственную группу Pm3̅m (#221). Из рисунка видно, что для 

полупроводника CsPbI3  кубической фазы, катионы Cs расположены между 

октаэдрами PbI6, соединёнными углом при вершине. 

В работе Джиши и др. [6] экспериментальным путём были определены 

значения параметров элементарных ячеек и их объёмы для всех десяти структур 



52 
 

перовскитов, которые приведены в таблице 1 вместе с оптимизированными 

значениями этих параметров методом DFT. 

Таблица 1. Параметры элементарных ячеек и их объёмы для материалов 

CsPbX3 (X = I, Br и Cl и их комбинации) со структурой перовскита. 

 

№ полупро-

водник 

параметры 

элементар-

ной ячейки 

(Å) (эксп.) 

объём 

элемен-

тарной 

ячейки (Å3) 

параметры 

элементар-

ной ячейки 

(Å) (теор.) 

объём 

элемен-

тарной 

ячейки (Å3) 

 CsPbI3 a = 6.38488 260.29 a

 

 

 

260.30 

 CsPbBrI2 a=b=6.40217 

c = 5.96784 

244.61 a=b=6.40296 

c = 5.96773 

244.66 

 CsPbClI2 a=c=6.42607 

b = 5.68192 

234.63 a=c=6.42624 

b = 5.6852 

234.78 

 CsPbIBr2 a=c=5.98743 

c = 6.40477 

229.61 a=c=5.98734 

b = 6.40468 

229.59 

 CsPbIBrCl a = 6.41725 

b = 5.70192 

c = 6.01580 

220.12 a = 6.01593 

b = 5.70161 

c = 6.41736 

220.11 

 CsPbICl2 a=b=5.73222 

c = 6.42474 

211.11 a=b=5.7320 

c = 6.4246 

211.08 

 CsPbBr3 a=b=c 

=5.98712 

214.61 a=b=c 

=5.98641 

214.54 

 CsPbClBr2 a=c=6.00092 

b = 5.69963 

205.25 a=c=6.00134 

b = 5.69946 

205.27 

 CsPbBrCl2 a=b=5.71434 

c=6.00782 

196.18 a=b=5.71463 

c = 6.00721 

196.17 

 CsPbCl3 a=b=5.71945 187.10 a = 5.71998 187.15 

На рис. 2 приведены значения объёмов элементарных ячеек для десяти 

полупроводниковых материалов со структурой перовскита. Очевидно, что при 

замене одного аниона йода на более маленький по ионному радиусу бром, объём 

элементарной ячейки уменьшится. Данное явление происходит при дальнейшей 

замене одного или нескольких анионов на более маленькие по ионному радиусу 

анионы.   
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Рисунок 2. Объёмы элементарных ячеек для различных полупроводников.  

В работе, также были определены межатомные расстояния для десяти 

полупроводниковых материалов, значения которых приведены в таблице 2. 

 

Таблица 2. Межатомные расстояния для десяти полупроводниковых 

материалов CsPbX3 (X = I, Br и Cl). 

№ полупроводник межатомные расстояния 

1 CsPbI3 Pb – I = 3.69562 Å 

2 CsPbBrI2 Pb – Br = 3.62451 Å 

Pb – I =  3.69562 Å 

3 CsPbClI2 Pb – Cl = 3.39295 Å 

Pb – I = 3.69562 Å 

4 CsPbIBr2 Pb – I = 3.69562 Å 

Pb – Br = 3.62451 Å 

5 CsPbIBrCl Pb – I = 3.69562 Å 

Pb – Br = 3.62451 Å 

Pb – Cl = 3.39295 Å 

6 CsPbICl2 Pb – Cl = 3.39295 Å 

Pb – I = 3.69562 Å 

7 CsPbBr3 Pb – Br = 3.62451 Å 

8 CsPbClBr2 Pb – Br = 3.62451 Å 

Pb – Cl = 3.39295 Å 
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9 CsPbBrCl2 Pb – Cl = 3.39295 Å 

Pb – Br = 3.62451 Å 

10 CsPbCl3 Pb – Cl = 3.62451 Å 

Основной целью работы было исследование влияния температуры на 

геометрические свойства полупроводников CsPbX3 (X = I, Br и Cl) кубической 

фазы. При помощи программного пакета VASP, были рассчитаны и 

оптимизированы значения параметров элементарных ячеек для 

полупроводников кубической фазы при значениях температуры от 0 до 1000 К с 

шагом в 200 К, которые приведены в таблице 3.  

Таблица 3. Параметры элементарных ячеек для полупроводников 

кубической фазы при различных температурах. 

полупроводник температура (К) 

0 200 400 600 800 1000 

CsPbI3 6.384 6.399 6.414 6.429 6.445 6.461 

CsPbBr3 5.987 5.999 6.012 6.025 6.038 6.053 

CsPbCl3 5.719 5.730 5.742 5.754 5.767 5.781 

По вычисленным значениям, построены графики зависимости объёмов 

элементарных ячеек от температуры для полупроводников кубической фазы, 

представленные на рис. 3. 

 

 
 

Рисунок 3. Зависимости объёмов элементарных ячеек от температуры для  

CsPbI3 -1,  CsPbBr3 -2 и CsPbCl3 -3. 
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Из рисунка видно, что для полупроводников CsPbI3 и CsPbBr3 объём 

элементарной ячейки с увеличением температуры в интервале от 0 до 1000 К с 

шагом 200К увеличивается с гораздо большей скоростью, чем для 

полупроводника CsPbCl3, что с большой вероятностью связано с большим 

объёмом элементарной ячейки у этих полупроводников. 

На данный момент, в литературе нет конкретных данных о зависимости 

геометрических, упругих и других свойств от температуры для гибридных 

полупроводниковых материалов со структурой перовскита тетрагональной и 

орторомбической фазы. Поэтому, в дальнейшем целью нашей работы является 

исследование не только геометрических, но и упругих, электронных и 

оптических свойств для этих полупроводников.  

Выводы. При помощи программного пакета VASP были определены и 

оптимизированы значения параметров элементарных ячеек и их объёмов для 

десяти полупроводниковых материалов со структурой перовскита CsPbX3 (X = I, 

Br, Cl). Также, для трёх полупроводников кубической фазы были определены эти 

параметры при различных значениях температуры в интервале от 0 до 1000 К с 

шагом 200 К. По результатам вычислений, были построены графики зависимости 

объёмов элементарных ячеек от температуры.  

В результате пришли к выводу, что воздействие температуры привело к 

увеличению параметров элементарных ячеек и их объёмов. Для 

полупроводников CsPbI3 и CsPbBr3 объём элементарной ячейки с увеличением 

температуры увеличивается с гораздо большей скоростью, чем для 

полупроводника CsPbCl3, что может быть связано с большим объёмом 

элементарной ячейки у этих полупроводников. 
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Аннотатсия. Дар маќола натиљањои тадќиќоти вобастагии параметрњои ячейкањои 
элементарї ва њаљми онњо аз њарорат дар диапазони аз 0 то 1000 К бо ќадами 200 К, барои 
маводњои нимноќилии CsPbX3 (X = Cl, Br, I) бо сохтори перовскит, дар доираи назарияи 
функсионали зичї. Инчунин натиљањои оптимизатсияи параметрњои ячейкањои 
элементарї ва муќоисаи онњо бо маълумотњои таљрибавии адабиёт оид ба дањ нимноќили 
фазањои гуногун оварда шудаанд. Муайян карда шудааст, ки барои CsPbI3 ва CsPbBr3 њаљми 
ячекаи элементарї бо суръати баландтар бо афзоиши њарорат нисбат ба CsPbCl3 зиёд 
мешавад. 
Калидвожањо: оптимизатсия, ячейкаи элементарї, хосиятњои геометрї, назарияи 
функсионалии зичї, перовскит, фазаи кубї. 
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РАСЧЁТЫ ЭЛЕКТРОННЫХ СТРУКТУР ГИБРИДНЫХ ПЕРОВСКИТОВ 

CsPbX3 (Cl, Br, I И ИХ КОМБИНАЦИИ) 
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Мемориальный научно-исследовательский институт материаловедения и 

технологии Кагаями, Университет Васэда4 (Япония) 

 

 Аннотация. В статье в рамках теории функционала плотности исследованы гибридные 

перовскиты CsPbX3 (Cl, Br, I и их комбинации). Определены общая плотность состояний в 

элементарных ячейках вышеукзанных гибридных перовскитов. Вычисление в рамках теории 

функционала плотности ширину запрещенной зоны гибридных перовскитов CsPbX3 (Cl, Br, I 

и их комбинации) реализовано с помощью программного пакета VASP.                           

Ключевые слова: теория функционала плотности, плотность     состояний, обобщенное 

градиентное приближение. 

       

Теоретические исследования влияния анионов на структуру CsPbX3 

позволяют обнаруживать изменения их электронных свойств, которые являются 

перспективными, с точки зрения использования их в материаловедении и 

электронике.  В методе теории функционала плотности (ТФП) потенциал 

обменной корреляции аппроксимируется функционалом электронной 

плотности. Наиболее распространенными приближениями являются PBE-

функционал и обобщенное градиентное приближение (GGA). Следует 

упомянуть некоторые особенности указанных приближений. Хотя  GGA и PBE 

обеспечивают описание свойств основного состояния в кристаллах, для многих 

систем (например, полупроводников) эти приближения сильно недооценивают 

значение энергетических спектров [1]. На рис.1 приведены результаты квантово-

механических расчетов CsPbI3, CsPbBr3 и CsPbCl3.Результаты вычисления 

электронной зонной структуры выражаются через плотность электронных 

состояний.  

Как видно из рис. 1 процесс замещения существенно влияет на электронную 

структуру исследуемых гибридных перовскитов. Запрещенная зона после 

замещения иона увеличивается. На этих рисунках, рассчитанная запрещенная 

зона означает, что данные перовскиты имеют изоляционные плотности 



58 
 

электронных состояний на рис. 7, где запрещенная зона разделяет зоны 

проводимости от валентной зоны. 

Рисунок 1. Общая плотность состояний CsPbI3, CsPbBr3 и CsPbCl3 по  GGA-PBE  расчётам. 

     

       Теоретические исследования влияния замещения ионов на структуру CsPbX3 

позволяют обнаруживать изменения их электронных свойств, которые являются 

перспективными, с точки зрения использования их в материаловедении и 

электронике, а именно в солнечных элементах.  

 

Таблица 1. Объём элементарных ячеек гибридных перовскитов CsPbX3 

№ systems system volume 

(𝑨𝟑̇) 

№ systems system volume 

(𝑨𝟑̇) 

1 CsPbI3 260.29044 6 CsPbICl2 211.10633 

2 CsPbBrI2 244.60852 7 CsPbBr3 214.61194 

3 CsPbI2Cl 234.63134 8 CsPbBr2Cl 205.24961 

4 CsPbBr2I 229.60664 9 CsPbBrCl2 196.17744 

5 CsPbBrIClCl 220.12201 10 CsPbCl3 187.09527 

 

 На основе оптимизированных геометрических параметров был выполнен 

квантово-механический расчёт электронной структуры CsPbX3 (I, Br, Cl) 

методом GGA-PBE с помощью программного пакета VASP. Квантово-

механические расчёты основного электронного состояния кубических CsPbX3 (I, 

Br, Cl) выполнены с использованием обменно-корреляционных потенциалов: 

PBE-GGA. В таблице 2 приведены значения ширины запрещенной зоны 

гибридных перовскитов с ионным замещением при GGA расчётах, хорошо 

согласующихся с экспериментальными данными. 

      Полученные значения ширины запрещенных зон для CsPbX3 показывают, что 

ширина запрещенной зоны для перовскитов зависит от анионов в их составе. 

Расчеты ТФП-VASP показывают, что ширина запрещенной зоны   CsPbBr3 и 

CsPbCl3 в приближении локальной плотности (PBE) имеет значение 2.04 эВ и 

2.44эВ. 
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Таблица 2. Расчёт ширины запрещенной зоны перовскитов в рамках GGA-PBE 

№ вид 

соединения 

расчёт. 

значение 

ширины 

запрещенной 

зоны, эВ 

№ вид  

соединения 

расчёт. 

значение 

ширины 

запрещенной 

зоны, эВ 

1 CsPbI3 1.76 6 CsPbICl2 1.92 

2 CsPbBrI2 1.78 7 CsPbBr3 2.04 

3 CsPbI2Cl 1.82 8 CsPbBr2Cl 2.08 

4 CsPbBr2I 1.83 9 CsPbBrCl2 2.14 

5 CsPbBrIClCl 1.88 10 CsPbCl3 2.44 

 

Полученный результат хорошо согласуется с экспериментом (2.24 и 2.86 эВ) [2, 

3]. Ширина запрещённой зоны для гибридных перовскитов зависит от анионов в 

их составе. На рисунке 5 показана зависимость ширины запрещённой зоны от 

структуры перовскита. 

 
Рисунок 2. Зависимость ширины запрещенной зоны CsPbX3 от их состава. 

 

Методом ТФП с помощью программного пакета VASP были произведены 

геометрические оптимизации и расчёты электронной структуры. При этом важно 

отметить, что с замещением аниона и проведением геометрической оптимизации 

в системе изменяются объем и параметры кристаллической решетки.  

В таблице 2 представлены объемы элементарных ячеек гибридных 

перовскитов CsPbX3 и на рисунке 6 показана зависимость ширины запрещенной 

зоны гибридных перовскитов CsPbX3 от объема элементарных ячеек, т.е. при 

увеличении объема элементарных ячеек ширина запрещенных зон 

вышеназванных гибридных перовскитов уменьшается.  
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Рисунок 3. Зависимость ширины запрещенной зоны CsPbX3 (Cl, Br, I и их комбинации) от 

объёма элементарных ячеек гибридных перовскитов. 

 

Выводы 

В ходе данной работы с использованием метода DFT, реализованного в 

пакете VASP, рассчитана плотность состояний  CsPbX3 (Х= I, Br и  Cl). По 

данным квантово-механического моделирования в рамках ТФП была определена 

ширина запрещенной зоны для структур CsPbX3 (Х= I, Br и  Cl)  с вкладом 

состояний электронов в них. Следует отметить, что в настоящее время 

гибридный подход квантово-механическими алгоритмами представляет собой 

весьма адекватный инструментарий, дающий возможность исследователям 

различных областей провести анализ электронных структур и 

нанотехнологических систем с высокой степенью надежности, точности и 

эффективности. 
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Аннотатсия. Дар маќола перовскитњои гибридии CsPbX3 (Cl, Br,I ва таркиби онњо) дар 

доираи назарияи функсионалии зичї омӯхта шудаанд. Зичии умумии њолатњо дар ячейкањои 
воњиди перовскитњои гибридии дар боло зикршуда муайян карда шудааст. Њисобкунии 
назарияи функсионалии зичии фосилаи бандњои гибридии перовскитњои CsPbX3 (Cl, Br, I ва 
таркиби онњо) бо истифода аз бастаи барномавии VASP амалї карда шуд.  
Калидвожањо: назарияи функсионали зичї,  зичии њолат, наздикшавии градиенти умумї. 
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Annotation. In the framework of the density of functional theory the hybrid perovskites CsPbX3 (Cl, 

Br, I and their combinations) have been investigated. The total density of states in the unit cells of the 

above hybrid perovskites has been determined. The density functional theory calculation of the band 

gap of hybrid perovskites CsPbX3 (Cl, Br, I and their combinations) was implemented using the VASP 

software package. 
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УДК 539.8 

ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЕЗЖЕЛЕЗОВАНИЯ 

НЕФЕЛИНОВЫХ СИЕНИТОВ МЕСТОРОЖДЕНИЯ ТУРПИ 

ТАДЖИКИСТАН 

 

  Мирзоев Б. 

Филиал Московского государственного университета имени  

М.В. Ломоносова в городе Душанбе 

 

Аннотация. Приведены результаты исследования химического состава, технологические 

способы переработки и обезжелезивания алюмосодержащего сырья Турпинского 

месторождения Таджикистана с целью получения технического глинозема и других 

продуктов. Нефелиновые сиениты месторождения Турпи по минералогическому составу 

представлены лепидомелановым, лепидомелан-амфиболовым, либенеритовым, 

канкринитовым и переходными разновидностями. Характерной особенностью этих руд 

является низкое содержание оксида алюминия и высокое оксидов кремния, железа и других 

примесей. Экономически эффективную переработку этих сиенитов щелочным способом 

Байера осуществлять невыгодно. По химическому и минералогическому составу нефелиновые 

сиениты являются комплексным сырьем, из которого можно получить ценные продукты: 

глинозем, соду, поташ, калийные удобрения, цемент, коагулянт, жидкое стекло, 

полевошпатовый материал для производства фарфора и др. В настоящее время существуют 

несколько способов переработки высококремнистых алюминиевых руд: шелочной, 

кислотный, хлорный, комбинированный, спекательный и др. Нами были проведены 

кислотный, хлорный, щелочной и спекательный способы переработки нефелиновых сиенитов 

месторождения Турпи Таджикистан с целью получения глинозема и других полезных 

компонентов, входящих в состав исследуемой руды. Однако одной из основных проблем в 

производстве алюминия является получение высококачественного обезжелезивания 

глинозема из алюмосодержащих руд. В связи с этим было проведено несколько вариантов 

исследования обезжелезивания сырья в зависимости от извлечения оксидов алюминия, калия, 

натрия и оксида железа от температуры, продолжительности процесса, добавки угля и 

других условий, также с целью сокращения технологического процесса; кроме того, вместо 

угля при углероживании был использован природный газ.  

Ключевые слова: минералы, нефелиновые сиениты, амфибол, лепидомелан, канкринит, руда, 

уголь, Турпи, дозировка, обезжелезивание сырья, микроклин. 

 

Введение 

Как известно, к числу основного сырья для получения алюминия в настоящее 

время относятся высококачественные бокситы, промышленные запасы которых 

ограничены, и непрерывно год за годом истощаются в связи с высокими темпами 

роста производства алюминия. В этой связи, в настоящее время во многих 

странах проводятся исследования по разработке новых производственных 

способов переработки высококремнистого небокситового сырья: нефелинов, 
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мусковита, ставролита, каолина, глин, зол и др., значительные запасы которых 

имеются в Таджикистане. В составе вышеназванных видов сырья глинозем 

присутствует в небольших количествах, однако, они располагают и другими 

полезными компонентами, переработка которых требует комплексной 

безотходной технологии. С этой точки зрения, особый интерес представляют 

нефелин, мусковит и алуниты, считающиеся комплексным сырьем, из чего 

можно производить такие продукты, как глинозем, сода, поташ, цемент, соли 

алюминия, калия, натрия и др. [1]. 

Ныне производство глинозема в Таджикистане столкнулось с двумя 

проблемами. Первая - страна не имеет значительных запасов сырья с большим 

содержанием глинозема. Вторая – на сегодняшний день не существуют 

технологии эффективной переработки находящихся в стране запасов 

глиноземсодержащего сырья. По нашему мнению, использование способа 

спекания с применением фторсодержащего сырья, угля, карбоната кальция и 

карбоната натрия при переработке имеющихся руд с низким содержанием 

глинозема является наиболее выгодным, так как при этом не происходит 

значительного загрязнения окружающей среды.  

В Таджикистане имеются запасы низко глинозёмистых нефелиновых 

сиенитов месторождения Турпи, которые составляют более 150 - миллион тонн, 

содержащие в своем составе различные глиноземсодержащие минералы. Как 

известно, в процессе получения алюминия при электролизе хлоридных 

расплавов наиболее вредной примесью является наличие в них 

железосодержащих соединений. Поэтому в настоящей работе исследуются 

минералогический и химический составы последних, и предлагается метод 

обезжелезивания нефелиновых сиенитов с применением угля и природного газа 

в различных условиях [2, 3]. 

Экспериментальная часть 

Для исследования использовали нефелиновые сиениты месторождения 

Турпи. Хлорирование проводили на установке проточного типа, состоящей из 

кварцевого реактора, конденсатора со сборником хлоридов, поглотителя с 

раствором иодида калия для улавливания остаточного хлора и системы 

контрольно-измерительных приборов. Хлор, средний расход которого составлял 

0.3-0.4 г/мин, после осушки концентрированной серной кислотой направляли в 

реактор. 

Нефелиновые сиениты подвергались хлорированию в присутствии 

восстановителей: активированного угля, природного газа; руду и уголь 

тщательно измельчали, перемешивали и полученную смесь гранулировали. 

Гранулы высушивали в сушильном шкафу при температуре 120°С в течение 4 

часов. Нами изучены [3] условия хлорирования нефелиновых сиенитов в 
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зависимости от температуры, количества восстановителя, крупности материала 

и продолжительности хлорирования. В экспериментах, где в качестве 

восстановителя использовался природный газ, проводили предварительное 

науглероживание шихты. Исследовано влияние температуры, расхода газа и 

длительности процесса на степень хлорирования. 

После процесса хлорирования продукты возгона собирали в мерную колбу, 

растворяли в дистиллированной воде. В растворе определяли содержание 

алюминия, железа, калия и натрия по общепринятым методикам. Оставшуюся 

шихту помещали в термостатированный реактор с мешалкой и выщелачивали 

при температуре 76°С в течение 0.5 час. Нерастворимый остаток отделялся от 

маточного раствора, сушился при температуре 110°С в течение 6 часов и 

анализировался. Маточный раствор также подвергался химическому анализу. 

Степень хлорирования составляющих компонентов нефелинового сиенита 

Турпи во всех опытах устанавливали на основании химического анализа возгона 

и остатка, а также убыли массы исходной шихты [4, 5]. 

Влияние температуры на степень хлорирования оксидов, входящих в состав 

сиенита, исследовали в пределах 550-1000°С при длительности процесса 2 ч. 

(табл. 1). Содержание восстановителя в шихте 50%, крупность сиенита и угля 

одинаковая не более 0.1 мм. Выяснено, что из нефелинового сиенита 

хлорируются все входящие в его состав оксиды.  

 

Таблица 1 – Влияние температуры на степень извлечения оксидов алюминия, 

железа, калия и натрия при хлорировании нефелинового сиенита 

№  
температура,  

°С 

степень извлечения компонентов, % 

Al2О3 Fe2О3 К2О Na2О 

1 550 21.3 - 18.9 51.2 

2 600 62.5 - 82.5 70.9 

3 650 65.7 47.9 99.8 96.2 

4 700 86.1 71.9 99.8 96.2 

5 750 88.9 82.5 99.8 97.2 

6 800 98.8 99.6 99.8 98.7 

7 850 98.8 99.9 99.8 84.7 

 

В интервале температур 550-600°С степень хлорирования глинозема 

возрастает от 21.3 до 62.5%, а хлорирование оксидов железа начинается лишь 

при 600°С. Даже при повышении температуры до 750°С степень хлорирования 

глинозема по сравнению с оксидами железа остаётся выше на 5-10°С, но при 

дальнейшем повышении температуры разность степеней хлорирования 
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постепенно убывает и, сравнявшись при 830°С, составляет примерно 95%. 

Максимальная степень хлорирования оксидов алюминия, калия и натрия 

отмечается при 750-850°С. При дальнейшем повышении температуры, 

наблюдается снижение степени хлорирования данных компонентов. 

Особенно значительно влияние температуры на степень хлорирования 

оксидов железа при 600-800°С, в этом интервале степень их хлорирования 

увеличивается от 0 до 95.0%, в то время как относительно глинозема она 

возрастает всего лишь на 32.5%. 

Влияние дозировки угля в шихте на хлорирование сиенитов изучали при 

800°С в течение 1.5 ч. Содержание угля изменялось от 1 до 50%. При увеличении 

количества угля до 10% степень хлорирования оксидов железа, натрия и калия 

резко повышается, достигая 83-98%, а степень хлорирования глинозема 

возрастает всего лишь до 60% (табл. 2). 

 

Таблица 2 – Влияние дозировки угля на степень извлечения оксидов 

алюминия, железа, калия и натрия при хлорировании нефелинового сиенита 

№  
дозировка угля, 

% 

степень извлечения компонентов, % 

Al2О3 Fe2О3 К2О Na2О 

1 2 22.8 83.6 63.2 66.2 

2 5 40.9 85.4 86.2 88.2 

3 10 61.3 90.2 93.5 95.1 

4 20 70.8 92.7 95.2 98.3 

5 30 80.6 99.8 96.9 99.7 

6 40 86.2 99.9 96.9 99.7 

7 50 90.4 99.9 98.7 99.7 

 

Количество угля в шихте оказывает наибольшее влияние на степень 

хлорирования глинозема. При увеличении содержания угля в шихте с 10% и 

выше степень хлорирования оксидов железа, натрия и калия изменяется 

незначительно, а степень хлорирования оксида алюминия постепенно 

возрастает, достигая 95% при содержании в шихте 50% угля. 

Влияние крупности частиц нефелинового сиенита и угля. Опыты 

проводили при 800°С в течение 1.5 ч. Так, при хлорировании шихты, состоящей 

из нефелинового сиенита и угля крупностью 2.5 мм, степень хлорирования 

оксидов алюминия и железа равняется соответственно 12.6 и 35% (табл.3). С 

уменьшением размера частиц от 2.5 до 0.1 мм равномерно возрастает степень 

хлорирования оксидов, а затем от 0.063 мм наблюдается резкое повышение, 
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связанное с увеличением удельной поверхности контакта реагирующих частиц 

шихты с хлором. 

Влияние продолжительности процесса исследовали при 800°С и 

содержании угля в шихте 50%. Через 20 мин. от начала опыта степень 

хлорирования оксидов железа составила 96.4%, оксида алюминия 78.2%, оксида 

калия 66.5%, оксида натрия 75.6% (табл. 4). С увеличением продолжительности 

процесса до 60 мин степень хлорирования оксидов увеличилась так (в %): Al2O3- 

92.9; Fе2О3 - 100, Nа2О- 97.4 и K2O – 90.2. 

 

Таблица 3 – Влияние размера частиц шихты на степень извлечения оксидов 

алюминия, железа, калия и натрия при хлорировании сиенита 

№  
размер частиц,  

мм 

степень хлорирования компонентов, % 

Al2О3 Fe2О3 К2О Na2О 

1 2.5 18.6 3.50 88.5 95.6 

2 1.0 33.2 6.20 96.4 98.3 

3 0.63 34.3 37.4 98.2 99.4 

4 0.2 35.6 37.4 98.9 99.6 

5 0.1 38.7 37.4 99.2 99.8 

6 0.063 98.9 100 100 100 

 

Как было сказано, наиболее вредной примесью при электролизе хлоридных 

расплавов с целью получения алюминия является наличие в них 

железосодержащих соединений. Поэтому ранее была проведена серия опытов по 

предварительному обезжелезиванию нефелиновых сиенитов путём подбора 

сочетания температуры, длительности хлорирования и дозировки угля, при 

которых возможно селективное хлорирование отдельных компонентов. 

Изучение влияния температуры, длительности хлорирования и дозировки угля 

на процесс обезжелезования проводили при размере частиц шихты 0.063 мм. При 

варьировании параметров процесса хлорирования определены оптимальные 

условия, при которых вначале возгоняется практически только железо, а именно, 

при температуре 850°С, длительности 2 ч и дозировке угля 0.5-1.0 % степень 

извлечения оксида железа составляет 99.9 % оксида алюминия 1.5 % (табл. 4). 

Результаты, полученные при химическом анализе, идентифицированы и 

подтверждены рентгенофазовым анализом нефелинового сиенита продуктов его 

хлорирования и шлама. Как было подтверждено на рентгенограмме получение 

продуктов хлорирования присутствуют также хлориды алюминия, железа, 

натрия, калия, магния и кальция, что свидетельствует о переходе оксидов в 

хлориды. 
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Таблица 4 – Влияние температуры, длительности хлорирования и дозировке 

угля на обезжелезивание сырья 

№  
д

л
и

те
л
ьн

о
ст

ь,
  

ч
 

д
о

зи
р
о

в
к
а 

у
гл

я
, 
 

%
 

те
м

п
ер

ат
у

р
а,

  

°С
 

степень извлечения 

компонентов,% 

Al2О3 Fe2О3 

1 2.0 1.0 750 30.54 50.4 

2 0.3 3.0 800 4.82 56.3 

3 0.5 5.0 800 9.65 65.6 

4 2.0 3.0 800 4.35 66.2 

5 2.0 1.0 850 1.50 99.9 

6 2.0 1.0 900 2.43 97.6 

7 2.0 3.0 950 14.93 84.6 

8 2.5 2.0 1000 10.34 97.65 

9 3.0 1.0 1000 1.52 97.65 

 

Для выяснения полноты хлорирования оксидов указанных металлов была 

снята рентгенограмма шлама после его промывки и выщелачивания. 

Рентгенофазовый анализ шлама показал отсутствие в нем микроклина, альбита, 

нефелина и других минералов и наличие линий двуокиси кремния и угля, что 

подтверждает вывод о практически полном хлорировании нефелиновых 

сиенитов Турпинского месторождения. 

С целью повышения степени очистки от железа, снижения потерь алюминия, 

глинозёмсодержащего сырья, удешевления процесса углероживания сначала 

обрабатывали природным газом при температуре 600-850°С. Подачу природного 

газа производят до тех пор, пока на поверхности руды не образуется углерод в 

количестве 0.1-1.0 % от общей массы сырья. Проведены исследования 

хлорирования нефелинового сиенита с использованием природного газа в 

качестве восстановителя. Газ из баллона поступал в реактор с заданной 

скоростью, куда помещали навеску нефелина массой 1 кг, поднимали 

температуру печи до определенного значения. Спустя некоторое время доступ 

газа в реактор прекращался, затем проводился процесс хлорирования при 

оптимальных условиях по методике, описанной выше. 

Для этого пропускают 0.2-0.25 л природного газа на каждый килограмм 

исследуемого сырья, после науглероживания сырьё через реактор производили 

подачу хлора для возгонки хлоридов железа. После возгонки хлоридов железа 

производим повторное науглероживание сырья до образования на поверхности 
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сырья углерода в количестве 10-50 % от общей массы сырья для извлечения 

оксидов алюминия, натрия и калия. Повторное науглероживание также 

проводили природным газом при расходе 2.5- 70 л на каждый килограмм сырья. 

Нами изучено влияние температуры (рис.1), расхода газа и длительности 

процесса углероживания на степень хлорирования. Влияние температуры на 

процесс углероживания и соответственно хлорирования исследовали в пределах 

550-800°С при длительности процесса 2 ч. С увеличением температуры степень 

извлечения всех составляющих компонентов растёт и достигает максимального 

значения при температуре 850°C. 

Влияние расхода природного газа на процесс углероживания исследовали 

при температуре 850°С и продолжительности 2 ч, полученные результаты 

представлены в табл. 5. При увеличении скорости подачи газа от 2 до 120 мл/мин 

степень извлечения оксидов составляющих компонентов увеличивается от 22.9- 

68.9 до 96.9-100%, соответственно. Однако, оксид железа извлекается полностью 

уже при скорости подачи хлора 10 мл/мин. 

 

          
 

 
 

Рисунок 1 – Зависимость степени хлорирования оксидов от условий углероживания:  

а) температуры °С, б) расхода газа, мл/мин., в) продолжительности, мин.  

1-А12О3, 2-Nа2О, 3-К2О, 4- Fе2О3. 
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Влияние длительности процесса углероживания на вскрываемость 

нефелиновых сиенитов изучали при температуре 850°С и расходе газа 120 

мл/мин. Как видно из рис.1 и табл. 6, для полного извлечения оксида железа 

достаточно вести углероживание в течение 40-60 мин, однако, при этих условиях 

извлекается только 71-79% оксида алюминия, 95.8%-ное извлечение которого 

происходит при длительности углероживания 2 ч. 

 

Таблица 5 – Результаты исследования влияния расхода природного газа на 

процесс углероживания 

№  
расход газа, 

 мл/мин 

степень извлечения компонентов, % 

Al2О3 Fe2О3 Na2О К2О 

1 2.0 22.9 68.6 42.3 49.8 

2 5.0 34.4 96.8 49.5 59.6 

3 10 44.1 100 68.8 79.3 

4 20 55.9 100 89.4 93.3 

5 50 50.4 100 92.2 95.3 

6 60 80.3 100 94.2 97.3 

7 80 89.9 100 97.8 100 

8 100 95.8 100 100 100 

9 120 96.8 100 100 100 

 

Для полного извлечения оксидов калия и натрия также необходимо провести 

углероживание в течение 2 часов. 

 

Таблица 6 – Результаты исследования влияния длительности природного газа 

на степень хлорирования 

№  

продолжительность 

углероживания,  

мин 

степень извлечения компонентов, % 

Al2О3 Fe2О3 Na2О К2О 

1 5.0 37.4 53 39.8 49.6 

2 10 54.3 90.1 50.7 59.6 

3 20 63.2 94.1 65.4 75.6 

4 40 71.5 98.4 80.5 87.1 

5 60 78.5 100 90.2 96.2 

6 80 85.7 100 94.2 97.3 

7 120 95.8 100 100 100 

8 240 98.9 100 100 100 
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На основании проведенных исследований разработан двухстадийный способ 

хлорирования нефелиновых сиенитов в присутствии природного газа. Сущность 

способа заключается в том, что на первой стадии нефелиновое сырье подвергают 

обработке природным газом при 600-850°С до получения на поверхности сырья 

углерода в количестве 0.1-1.0 % от общей массы сырья. Науглероженное сырье 

подвергают очистке от железа обработкой газообразным хлором при 400~850°С. 

На второй стадии после обезжелезивания сырья повторно обрабатывают 

природным газом до содержания на поверхности сырья углерода в количестве 

10-50 масc. % с последующей обработкой газообразным хлором при 400-850°С с 

получением смеси хлоридов алюминия, калия, натрия и кальция. Полученная 

смесь хлоридов используется в качестве электролита для получения алюминия. 

Результаты и их обсуждение 

Из результатов проведенных опытов следует, что полная вскрываемость 

нефелинового сиенита месторождения Турпи при хлорировании в присутствии 

природного газа в качестве восстановителя достигается при следующих 

условиях углероживания: температуры – 850°С, расход газа - 120 мл/мин и 

длительность 2 часа. 

Как показал химический анализ проведенных нами исследований, по 

сравнению с известными ранее проведенными исследованиями других авторов 

данный способ имеет ряд преимуществ: 

-позволяет повысить степень очистки алюмосодержащего сырья от железа с 

84-85% до 97.6-99.9%; 

-сокращает потери оксида алюминия в процессе очистки от железа и 

переработки с 17-21% до 2.43-1.5%. 

Таким образом, разработанный способ позволяет повысить степень очистки от 

железа, сокращает потери оксида алюминия в процессе очистки и 

одновременное попутное из него получение алюможелезные (АЖК) коагулянтов 

для очистки сточных и промышленных вод, а также упрощает технологического 

процесса за счет достижения возможности переработки нефелиновых сиенитов 

с использованием одной и той же аппаратуры, и реагентов и тем самым 

позволяет снизить трудоемкость процесса. 
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ТАДЌИЌОТИ ХОСИЯТЊОИ ФИЗИКЇ ВА ХИМИЯВИИ БЕОЊАНГАРДОНИИ 

НЕФЕЛИНЊОИ  СИЕНИТДОРИ  КОНИ ТУРПИИ ТОЉИКИСТОН 

 

Мирзоев Б. 

Филиали Донишгоњи давлатии Москва ба номи М.В. Ломоносов дар шањри Душанбе 

 

Аннотатсия. Дар маќолаи мазкур тањлил намудани таркиби химиявии коркард ва 

беоњангардонии ошёи хоми алюминидори кони Турпии Тољикистон ба маќсади њосил 

намудани гилхок ва дигар компонентњои лозимї оварда шудааст. Инчунин дар маќола 

таркиби химиявї ва минералогї бо пурагї омўхта шудааст, ки онњо асосан аз минералњои 

лепидомилан, амфибол, канкринит, либенерит, нефелин ва ѓайрањо иборат мебошад. 

Муайян шудааст, ки таркиби ин минералњо асосан аз оксиди силици, Оксоди алюмини, 

Оксиди оњан, оксидњои кали ва натри иборатанд . Асосан дар маќола роњњои њосил намудани 

гилхок ва  беоњангардонии он, ки аз маъдани нефиленњои сиенитдори кони Турпи ба амал 

бароварда мешавад, ба пуррагї омўхта шудааст, ки ин яке аз проблемањои  асосии 

истифодабарии гилхок дар истењсоли алюмини ба шумор меравад.  

Калидвожањо: минералњо. сиенитњои нефелинї, амфибол, лепидомелан, канкринит, санги 

маъдан, ангиштсанг, турпњо, дозировка, беоњангардонии ашёи хом, микроклин. 

 

PHYSICAL AND CHEMICAL STUDY OF IRONIZATION OF NEPHELINE SYENITES 

OF THE TURPI DEPOSIT IN TAJIKISTAN 

 

Mirzoev B. 

Lomonosov Moscow State University in Dushanbe 

 

Annotation. The study results of the chemical composition, technological methods of processing and 

dimerization of aluminum-containing raw materials from the Turpinsky deposit in Tajikistan with the 

aim of obtaining technical alumina and other products are presented. 

In terms of mineralogical composition, nepheline syenites of the Turpi deposit are represented by 

lepidomelane, lepidomelane-amphibole, libenerite, cancrinite and transitional varieties. A 

characteristic feature of these ores is a low content of alumina and high oxides of silicon, iron and 

other impurities. It is not profitable to process these syenites economically with the Bayer alkaline 

process. In terms of chemical and mineralogical composition, nepheline syenites are a complex raw 
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material from which valuable products can be obtained: alumina, soda, potash, potash fertilizers, 

cement, coagulant, liquid glass, feldspar material for the production of porcelain, etc. 

Currently, there are several ways to process high-silica aluminum ores. silk, acidic, chlorine, 

combined, baking, etc. The analysis showed that the studied ores have approximately the following 

chemical composition, % 21.5-22.6 - Al2O3; 52.7-53.9 - SiO2; 4.9-5.6 - Fe2 O3; 4.9-5.0 - Na2 O; 

6.1-7.6 - K2 O; 2.5 -3.5 - CaO and other impurities. We have carried out acidic. Chlorine. alkaline 

and sintering methods for processing nepheline syenites from the Turpi Tajikistan deposit in order to 

obtain alumina and other useful components included in the studied ore. However, one of the main 

problems in the production of aluminum production is to obtain high-quality dimerization of alumina 

from nepheline syenite. Therefore, there was a study of dimerization of raw materials depending on 

the extraction of aluminum oxide, potassium oxide. sodium oxide and iron oxide on the temperature, 

duration of the process, the addition of coal and under other conditions, also to reduce the 

technological process, in addition to coal, carbonization was carried out using natural gas. 

Keywords: nepheline syenite minerals, amphibole, lepidomelane, cancrinite, ore, coal, Turpi, dosage, 

dimerization of raw materials, microcline. 
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УДК 536.242 

ВЛИЯНИЕ ВЫСОТЫ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБРАЗЦОВ ИЗ МЕДИ  

МАРКИ М3 НА КИНЕТИКУ ИХ ОХЛАЖДЕНИЯ 

 

Содатдинов Ш.С. 

Научно-исследовательский институт при Таджикском национальном 

университете 

 

Аннотация. Приведены результаты исследования влияния высоты цилиндрических образцов 

из меди марки М3 на время и скорость их охлаждения. Выяснено, что в условиях свободной 

конвекции основными механизмами являются конвекционная теплоотдача, 

теплопроводность и лучеиспускание. Характерное время охлаждения растёт в ряду 

лучеиспускание, теплопроводность и конвекция. Вклад теплового излучения в процесс 

охлаждения заметен при высоких температурах. Выявлено, что характерное время 

охлаждения за счет лучеиспускания, теплопроводности и конвекции линейно зависят от 

оотношения объёма образца к площади его поверхности. 

Ключевые слова: медь марки М3, охлаждение, конвекция, лучеиспускание, теплопроводность, 

влияние размера, температурная зависимость. 

 

Медь обладает высокими антикоррозийными свойствами как при 

нормальных атмосферных условиях, так в пресной и морской воде и других 
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агрессивных средах. Среди материалов, используемых в промышленности, медь 

и её сплавы занимают особое место благодаря удачному сочетанию высоких 

технологических и эксплуатационных характеристик [1].  

В работах [2-5] методом охлаждения были экспериментально исследованы 

тепловые свойства легированных редкоземельными и щелочноземельными 

металлами сплавы алюминия. В этих работах цилиндрические образцы имели 

постоянный размер (диаметр d=1.6 см и высота h=3.0 см).  

Исследованием механических свойств металлов и сплавов в работах [6, 7] 

показано, что использование результатов лабораторных исследований образцов 

малых размеров и используемых в технике в большинство случаев не совпадают. 

В доступных базах научной литературы практически отсутствуют данные по 

влиянию размера образца на его теплофизические свойства. Не разработана 

теория, способная объяснить зависимости теплофизических характеристик от 

размера образцов. Поэтому накопление экспериментальных данных по 

исследованию влияния размера образцов на кинетику их охлаждения актуально 

и своевременно.  

В работах [8, 9] приведены результаты экспериментального исследования 

влияния изменения диаметра цилиндрических образцов из алюминия разных 

марок на их кинетику охлаждения. Выяснено, что с ростом диаметра образца 

время охлаждения за счёт конвективного теплообмена и лучеиспускания 

увеличивается. 

Целью настоящей работы является исследование влияния высоты 

цилиндрических образцов из меди на кинетику их охлаждения и выяснение 

механизма процессов теплоотвода.  

Объектом исследования являются цилиндрические образцы из меди 

диаметром 1.0 см и высотой  5.3 и 9.0 см с высверленным с одного конца 

каналом. Температура образца измеряется с помощью термопары, помещенной 

в канал образца.  

Техника эксперимента 

Зависимости температуры образца от времени охлаждения измеряли на 

установке, принцип работы которой подробно описан в работах авторов [3, 4]. 

Относительная ошибка измерения температуры в интервале от 40°С до 400°С 

составляла ± 1%, а в интервале от 400°С до 1000°С ± 2.5%. Из величины 

измеренной температуры образца вычитается температура окружающей среды 

∆𝑇 = 𝑇 − 𝑇0. Далее строили график зависимости разности температуры 

образца и окружающей среды от времени охлаждения : ∆𝑇 = 𝑓(𝜏). Вся 

обработка результатов измерений проводилась на компьютере с помощью 
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программы Microsoft Office Excel, а графики строили и обрабатывали с помощью 

программы Sigma Plot 10.  

Для исследования кинетики нами выбран метод охлаждения, основанный 

на законе внешней теплопроводности Ньютона – Кирхгофа: 

       𝐶𝑚𝑑𝑇 = −𝛼𝑆(𝑇 − 𝑇0) 𝑑𝜏,                                                   (1) 

где C, m, S, T –соответственно удельная теплоёмкость, масса, площадь и 

температуры образца, 𝛼 - коэффициент теплоотдачи, 𝑇0 – температура 

окружающей среды. Подставляя 𝑚 = 𝜌𝑉  (𝜌 – плотность и V-объём образца) в 

уравнение (1), получим следующую выражение: 

𝐶𝜌𝑉𝑑𝑇 = −𝛼𝑆(𝑇 − 𝑇0) 𝑑𝜏 .                                                           (2) 

В уравнении (2) объём и площади образцов являются геометрическими 

характеристиками. Это выражение можно записать в следующем виде: 
𝑑(𝑇−𝑇0)

𝑇−𝑇0
= −

𝛼

𝐶𝜌

𝑆

𝑉
 𝑑𝜏,                                               

или  

                                   
𝑑(∆𝑇)

∆𝑇
= −

𝛼

𝐶𝜌

𝑆

𝑉
 𝑑𝜏.                                                (3) 

Проинтегрируем выражение (3) в пределах от 0 до 𝜏 для времени охлаждения, 

получим: 

                                   ln
∆T 

(∆T)τ=0
= −

α

Cρ

S

V
 τ.                                           (4) 

Экспонируя (4) получим 

                                     ∆𝑇 = (∆𝑇)𝜏=0𝑒
−(

α

Cρ

S

V
)𝜏

.                                       (5) 

В выражении (5) величина 

                                     
𝐶𝜌𝑉

𝛼𝑆
= 𝜏𝑖                                                               (6) 

имеет размерность времени. При 𝜏 = 𝜏𝑖 разность температур образца и 

окружающей среды уменьшается в 2.71 раз. Величина 𝜏𝑖 зависит от материала 

образца и вида  теплоотдачи, поэтому в процессах охлаждения используем её как 

характерное время охлаждения.  

Как видно из уравнения (6) характерное время охлаждения зависит от 

геометрических размеров образца 

𝜏𝑖 = 𝜏𝑖 (
𝑉

𝑆
) .                                                                        

𝑉

𝑆
=

𝜋𝑟2ℎ

2𝜋𝑟(𝑟+ℎ)
=

𝑟ℎ

2(𝑟+ℎ)
=

ℎ

2(1+
ℎ

𝑟
)
 .                                           

𝜏𝑖 =
𝐶 𝜌

𝛼

ℎ

2(1+
2ℎ

𝑑
)
 .                                                                    

 Если ℎ ≫ 𝑑 

𝜏𝑖 =
𝐶 𝜌

𝛼

𝑑

4
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𝜏𝑖 не зависит от высоты цилиндра. 

Результаты и их обсуждение 

Методом охлаждения исследованы зависимости температуры 

цилиндрических образцов из меди марки М3 диаметра 1.0 см и различной 

высоты от времени в широком диапазоне температур. Экспериментально 

полученные временные зависимости температуры образцов с достаточно 

хорошей точностью описываются уравнением вида [10]:  

      ∆𝑇 = ∆𝑇1 𝑒
−𝜏 𝜏1⁄ + ∆𝑇2 𝑒

−𝜏 𝜏2⁄ + ∆𝑇3 𝑒
−𝜏 𝜏3⁄                   (7) 

где ∆𝑇1, ∆𝑇2, ∆𝑇2- разность температур нагретого образца и окружающей среды 

в момент начала измерений для каждого процесса теплоотвода, 𝜏1, 𝜏2 и 𝜏3 - 

постоянные охлаждения для процессов теплоотдачи лучеиспусканием, 

теплопроводностью и конвекцией, соответственно. Экспоненциальная 

зависимость в формуле (7) показывает, что теплота передаётся в окружающую 

среду в условиях свободной конвекции одновременно тремя способами и 

количество передаваемого тепла пропорционально площади поверхности 

образца, разности температур тела и окружающей среды, и соответствующему 

коэффициенту теплоотдачи при любом механизме переноса теплоты. 

Дифференцируя (7) получим формулу для вычисления скорости охлаждения: 
𝑑𝑇

𝑑𝜏
= −

∆𝑇1

𝜏1
 𝑒−

𝜏
𝜏1⁄ −

∆𝑇2

𝜏2
 𝑒−

𝜏
𝜏2⁄ −

∆𝑇3

𝜏3
𝑒−

𝜏
𝜏3⁄  .              (8) 

На рисунках 1-2 приведены зависимости разности температур образцов и 

окружающей среды ∆𝑇, охлаждении за счёт лучеиспускания ∆𝑇1, 

теплопроводности ∆𝑇2 и конвективного теплообмена ∆𝑇3 для цилиндрических 

образцов из меди диаметром 1.0 см и высотой  5.3 см и 9.0 см.  

 
Рисунок 1. Зависимость общего охлаждения, охлаждения за счёт теплового излучения, 

теплопроводности и конвективного теплообмена с окружающей средой от времени для  

образца, высотой 9.0 см. 
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Рисунок 2. Зависимость общего охлаждения, охлаждения за счёт теплового излучения, 

теплопроводности и конвективного теплообмена с окружающей средой от времени для  

образца, высотой 53 мм 

 

Как видно из рисунков, процесс охлаждения за счёт теплового излучения 

протекает быстрее, чем в случаях теплопроводности и конвективного 

теплообмена. На рис. 3-4 в качестве примера приведена зависимость скорости 

охлаждения от времени для образцов из меди диаметром 1.0 см и высотой  5.3 и 

9.0 см. 

  
 

Рисунок 3. Зависимость скорости охлаждения за счёт теплового излучения, 

теплопроводности и конвективного теплообмена  от времени  для образца, высотой 5.3 см 
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Рисунок 4. Зависимость скоростей охлаждения от времени для цилиндрического образца из 

бронзы диаметром 1.0 см и высотой 9.0 см 

 

В таблице   приведены найденные значения постоянных в уравнении 

зависимости разности температур образцов и окружающей среды (7) от времени  

образцов из меди марки М3  диаметра 1.0 см и разных высот. 

 

Таблица – Значения постоянных в уравнениии 7 для образцов из меди  

марки М3 

h,см 
Т1 − Т0, 

K 
𝜏1,с Т2 − Т0, K 𝜏2,с 

Т3 − Т0, 

K 
𝜏3,с 

V/S,  

см 

5.3 157.7 33.3 332.9 166.7 266.3 526.3 2.42 

9.0 285.8 49.5 378.5 243.9 183.8 625.0 4.26  

 

Обработка крывых зависимости характерных времён охдаждения от 

отношения объёма цилиндра к площали его поверхности V/S для образцов из 

меди разной высоты с помощью программы Sigma Plot 10 показала, что в 

пределах погрешности определения оно выражается уравнением: 

                  𝜏𝑖 = 𝑎𝑥,                                                                    (9) 

где x=V/S, a=12.5 с/см для 𝜏1, 109 с/см для 𝜏2 и 175 с/см для 𝜏3. 

 Заключение  

Исследовано влияние высоты цилиндрических образцов из меди на время и 

скорость охлаждения в условиях свободной конвекции. Установлено, что 

образцы охлаждаются за счёт конвективного теплообмена, теплопроводности и 

теплового излучения. Характерное время охлаждения увеличивается в ряду 
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лучеиспускание, теплопроводность и конвекция. Установлено, что характерное 

время охлаждения за счёт теплового излучения, теплопроводности и 

конвективного теплообмена с ростом отношения объёма к площади образца в 

пределах погрешности эксперимента увеличиваются линейно. Выявлено, что с 

повышением температуры в условиях свободной конвекции вклад теплового 

излучения в охлаждение образцов увеличивается.  
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ТАЪСИРИ БАЛАНДИИ НАМУНАХОИ СИЛИНДРИИ МИСИН БА КИНЕТИКАИ 

ХУНУКШАВЇ 

 

Содатдинов Ш.С. 

Институти илмї тадќиќоти Донишгоњи миллии Тољикистон 

 

Аннотатсия. Дар маќола натиљањои тадќиќи таъсири баландии намунањои силиндрии аз 

мис тайёршуда ба ваќт ва суръати хунукшавии онњо оварда шудаанд. Муайян карда 

шудааст, ки дар сардшавии њавоии табиї механизмњои асосии интиќоли гармї конвексия, 

гармигузаронї ва афканишоти њароратї мебошанд. Ваќти хоси хунукшавї аз рӯи тартиби 

афканишоти њароратї, гармигузаронї ва конвексия зиёд мешавад. Сањми афканишоти 

њароратї дар раванди хунукшавї дар њароратњои баланд намоён аст. Муайян карда шуд, 

ки ваќти хоси хунукшавї аз њисоби афканишоти њароратї, гармигузаронї ва конвексия ба 

нисбати њаљми намунањо ба масоњаташон вобастагии хаттї доранд. 

Калидвожањо: мис, хунукшавї, конвексия, афканишоти њароратї, гармигузаронї, 

эффекти андоза, вобастагї аз њарорат. 

 
EFFECT OF HEIGHT OF CYLINDRICAL COPPER SAMPLES 

GRADE M3 ON THE KINETICS OF THEIR COOLING 

 

Sodatdinov Sh.S. 

Research Institute of Tajik National University 

 

 Annotation. The study results of the height influence of M3 grade cylindrical copper specimens on 

the cooling time and rate are presented. It was found that under conditions of free convection, the 

main mechanisms are convection heat transfer, heat conduction and radiation. The characteristic 

cooling time increases in the order of radiation, heat conduction, and convection. The contribution 

of thermal radiation to the cooling process is noticeable at high temperatures. It was found that the 

characteristic times of cooling due to radiation, thermal conductivity and convection depend linearly 

on the ratio of the sample volume to its surface area. 

Keywords: copper, cooling, convection, thermal radiation, thermal conductivity, size effect, 

temperature dependence. 
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         Г Е О Л О Г И Я  

УДК 553.441.(571.56)   

ОСНОВНЫЕ МОРФОЛОГИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ И ОСОБЕННОСТИ 

ЯРУСНОГО СТРОЕНИЯ РЕЛЬЕФА КАРАТЕГИНСКОГО И 

ВАХШСКОГО ХРЕБТОВ (РЕСПУБЛИКА ТАДЖИКИСТАН) 

 

Давлатов Ф.С., Гайратов М.Т. 

Таджикский национальный университет 

 

Аннотация. В статье рассматриваются основные морфологические элементы районы 

расположение Каратегинского и Вахшского хребтов.  Изучены формирование современного 

рельефа, эрозия, склоновые процессы, оползни и селевая деятельность. На территории 

района выделяются следующие генетические типы рельефа: эрозионно-тектонический, 

древние денудационные поверхности, структурно-денудационный, экзарационный и 

аккумулятивный.  

Ключевые слова: территория, эрозия, морфологические особенности, фактор, форма, склон, 

Таджикская депрессия, Вахш. 

 

Основные морфологические элементы района. Основными 

морфологическими элементами района являются хребты Каратегинский, Петра I 

и Вахшский, а также разделяющие их глубоко врезанные речные долины. 

Формирование современного рельефа началось в неогеновом периоде. Главными 

факторами, создавшими современный рельеф, стали мощные 

дифференцированные сводово-глыбовые поднятия и интенсивная деятельность 

рек и ледников [1-3]. Из экзогенных геологических процессов, определяющих 

морфологический облик территории, наиболее широко представлены 

регрессивная эрозия, склоновые процессы, оползни и селевая деятельность. В 

результате позднеплейстоценово-голоценовой эрозии, прорезающей все 

геоморфологические уровни, сформировалась разветвленная, активно 

развивающаяся эрозионная система перистого типа. Эрозионные врезы в 

поперечном профиле имеют V-образную форму с выпуклыми склонами, что 

обуславливает своеобразный остроугольно-перистый облик расчленения 

территории [3-6]. 

Эрозионно-тектонический рельеф подразделяется на ряд морфологических 

подтипов, различий, внешний облик которых обусловлен литологическими 

особенностями слагающих пород. Подтип высокогорного крутосклонного 

скального рельефа отмечен в области развития пород, устойчивых к факторам 

денудации, таких, как метаморфизованные известняки, сланцы, граниты. Этот 

рельеф характерен для высотной амплитуды от 2000 до 4800 м. Палеозойские 

породы (Каратегинский хребет) образуют здесь скалистый расчлененный рельеф 
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с отвесными обрывами и остроконечными вершинами. Долины рек, 

пересекающие известняки и ороговикованные сланцы, резко суживаются, 

приобретая вид крутостенных ущелий.  

Подтип высокогорного крутосклонного рельефа - с отдельными скальными 

выступами – распространен довольно широко. Формы такого рельефа 

распространены на высотах от 2000 до 3500 м. Морфологические особенности 

рельефа этого подтипа обусловлены, с одной стороны, наличием в толще 

палеозойских пород, устойчивых по отношению к процессам денудации, а с 

другой - легко разрушающихся отложений. Кремнистые сланцы образуют в 

рельефе резко очерченные острые зазубренные гребни. Почти все речные 

долины в зонах распространения рельефа этого типа имеют типично 

эрозионную, V - образную форму. 

Подтип высокогорного рельефа со сглаженными склонами приурочен к 

областям развития серицит-хлоритовых сланцев и крупнозернистых гранитов. 

Склоны здесь сравнительно пологие, без резких скалистых выступов. Долины в 

поперечном профиле V - образные. Водораздельные гребни широкие с мягкими 

перегибами. Абсолютные отметки форм рельефа данного типа расположены на 

высоте 2000-3500 м. 

Подтип пологосклонного рельефа отмечен в областях развития мезозойских 

и кайнозойских отложений (хр. Петра I и Вахшский хребет), имеющих пологое 

залегание слоев. Они сильно задернованы, и коренные породы видны лишь в 

небольших карнизах, соответствующих выходам более устойчивых пород: 

известняков, песчаников, конгломератов. Долины рек здесь широкие, 

водоразделы пологие.  

Структурно-денудационный рельеф имеет весьма ограниченное 

распространение и приурочен преимущественно к области развития юрских и 

меловых отложений. Характерным морфологическим типом является куэстовый 

рельеф и, как производный от него, рельеф отпрепарированных бронированных 

склонов. Там, где уступ выражен плохо или почти не выражен, выделены 

бронированные склоны. Бронированная поверхность склона исключительно 

редко встречается в породах палеозоя. 

Экзарационный рельеф распространен в верхних приводораздельных частях 

северных склонов хребтов. Здесь выделяется тип долинных ледников и каров, 

связанный преимущественно с областями развития известняков, поэтому 

экзарационный рельеф имеет вид обрывистых скалистых склонов, на которых 

расположены чашеобразные углубления каров и цирков с отвесными стенками и 

зубчатыми, суживающимися к устью водоразделами. Формирование этого 

рельефа происходило в четвертичное время, когда высокогорная область 

описываемого района неоднократно подвергалась горно-долинному оледенению 
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[1]. Большая часть данного рельефа была уничтожена последующими 

процессами эрозии, и в настоящее время он сохранился только в самых высоких 

частях склонов. Наиболее крупные современные ледники достигают длины 3.5 

км, но чаще на дне кара образуется только фирн. В результате интенсивной 

послеледниковой эрозионной деятельности рек древние троги оказались 

прорезанными узкими глубокими ущельями, так что их реликты в виде 

отдельных террасовидных площадок, наблюдаются высоко на склонах долин. 

Минимальные абсолютные отметки таких площадок – 2000÷2100 м. 

Аккумулятивный рельеф имеет ограниченное распространение. В этой 

категории выделяются два генетических типа: моренные отложения и 

аккумулятивные речные террасы. Аккумулятивные формы ледниковой 

деятельности тесно связаны с областями развития экзарационного рельефа. 

Ледниковая аккумуляция выразилась в образовании четырех морен. Морены 

расположены в верховьях долин современных рек южного и юго-восточного 

склонов Каратегинского хребта [1]. 

Аккумулятивные речные террасы встречаются вдоль русел основных рек и 

наиболее характерны для южной части района. Морфологически наиболее 

хорошо выражены три вложенные одна в другую, верхние террасы среднего 

плейстоцена (илякский комплекс). Они расположены на высоте 115÷200 м над 

урезом воды [1]. Поверхность их имеет вид слабоволнистых равнин, иногда 

деформированных новейшими тектоническими движениями затронутых 

молодым расчленением. Средние (душанбинские) три террасы и аллювиальные 

равнины верхнего плейстоцена располагаются на высоте от 40 до 80 м над 

современным руслом рек. Они образуют широкие, расчлененные равнины, 

обрамленные по периферии и подошвам склонов долины, пролювиальными 

шлейфами. Аккумулятивные формы современного рельефа (амударьинского 

времени) подчинены поймам и первым надпойменным террасам, высота которых 

над руслом рек достигает 10 м. Это узкие почти горизонтальные площадки, 

выработанные в галечниках и нередко перекрытые конусами выносов. Из 

аккумулятивных форм следует отметить еще конусы выноса и шлейфы осыпей. 

Занимаемая ими площадь у подножья юго-восточного склона Каратегинского 

хребта очень мала, и, как форма рельефа, они незначительны. Конусы выноса 

получили наиболее широкое распространение на северо-западном склоне хребта 

Петра I, где они формируют огромные шлейфы пролювиально-селевых конусов 

выносов, наложенные на речные аллювиальные отложения левого берега реки 

Сурхоб. 

Особенности ярусного строения рельефа. Интенсивное поднятие в неоген-

четвертичное время, как в горном обрамлении, так и в депрессии, вызвало 

усиление эрозионной деятельности. Неравномерность поднятия во времени 
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обусловила определенную этапность в процессе расчленения поверхности, 

которая выразилась в ярусном строении эрозионного рельефа. Цикличность 

новейших движений и этапности формирования рельефа, как показали 

исследования [2, 4, 7-12] и др., имеет региональное проявление. Она одинаково 

отчетливо выражена в Тянь-Шане и Таджикской депрессии. При этом 

устанавливается определенная синхронность тектонических циклов, 

являющаяся результатом проявления общей закономерности новейшего 

тектогенеза для крупного региона. В частности, авторы [13], рассматривая 

историю геологического развития Таджикистана в кайнозое, отмечают, что в 

плиоценовое время в результате резкой активизации восходящих движений и 

врезания рек в горном обрамлении был создан сильно расчлененный верхний 

ярус рельефа.  

В последующей раннечетвертичной эпохе при уменьшении скорости 

поднятия и при более широком развитии боковой эрозии формируются менее 

расчлененные формы поверхности. На среднечетвертичном этапе произошло 

новое нарастание амплитуд поднятий (от десятков метров в центральных 

частях депрессии до 2-2.5 км в горном обрамлении). Среднечетвертичная 

активизация подъема вызвала новое усиление линейной эрозии водотоков, 

обусловившей образование нижнего, сильно расчлененного высокогорного 

яруса. В верхнеплейстоценовом и голоценовом этапах произошло заметное 

снижение скорости поднятия. Это привело к преобладанию боковой эрозии 

водотоков и формированию более пологого и менее расчлененного 

низкогорного яруса рельефа. 

Под геоморфологическим ярусом [10] понимается система выровненных 

террасовых и водораздельных поверхностей с примыкающими к ним сверху 

склонами эрозионно-денудационного происхождения [4]. По существующим 

на сегодняшний день представлениям [4, 7-9] древний пенеплен в горном 

обрамлении к северу от Таджикской депрессии был сформирован в конце 

палеозоя или начале мезозоя. В последующем этапе, в связи с общим 

опусканием территории, в ряде районов этот пенеплен был перекрыт 

отложениями мела и палеогена. Для некоторых участков Каратегинского 

хребта можно предположить соответствие современной вершинной 

поверхности водораздела (в относительно опущенных блоках) бывшему 

пенеплену, возраст которого, вероятнее всего, может датироваться олигоцен 

- ранним миоценом. 

Верхний, древний геоморфологический ярус рельефа развит в районах 

горного обрамления, приурочиваясь к водораздельным частям хребтов. Этот 

ярус коррелируется с комплексом отложений больджуанской свиты. 

Следовательно, формирование его можно датировать поздним олигоценом-
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ранним миоценом. На территории Каратегина верхний ярус рельефа по 

существу не сохранился. Возможно, основанию этого яруса в пределах 

некоторых участков Каратегина (Лугурский, Навободский блоки) 

соответствует его вершинная поверхность. В депрессионной части района 

отложения, коррелятные верхнему ярусу рельефа (больджуанская свита), 

развиты на юго-восточном склоне Вахшского хребта и, частично, на его 

водоразделе. 

Средний ярус,  более молодой по возрасту, расположен ниже 

вышеописанного. Он коррелируется со среднемиоценовым-миоценовыми и 

нижнечетвертичными отложениями области аккумуляции. В Каратегинском 

хребте этот ярус довольно отчетливо подразделяется на два подъяруса. 

Верхний подъярус сформирован на протяжении среднего миоцена - раннего 

плиоцена. Нижний - в течение позднего плиоцена - раннего квартера. Нижний 

ярус рельефа составляет крутой и сравнительно узкий эрозионный врез в 

раннечетвертичную поверхность. Формирование его происходило со 

среднего квартера по современную эпоху. В составе яруса выделяются два 

подъяруса. Для верхнего подъяруса характерны крутые формы эрозионного 

вреза, выработанные во время среднечетвертичного этапа развития. В составе 

его выделяются три эрозионные ступени, которые в Каратегинском хребте 

включают несколько террасовых уровней. Нижний подъярус отличается от 

расположенного выше несколько большей крутизной вреза и сравнительно 

небольшой вертикальной составляющей. Он включает серию молодых террас 

(с I по VII по общему счету) хорошей сохранности, сформированных в 

позднечетвертичную и современную эпохи. Террасы нижнего подьяруса 

несут на себе аллювиальный чехол, самые низкие из них (I и II) являются 

аккумулятивными. В долине Вахша аллювиальный чехол сохранился до XII 

террасы включительно. По высоте террасы занимают интервал от первых 

метров до 400 м над урезом воды Вахша. Превышение одной террасы над 

другой варьирует от 4-5 м до 100-120 м. Наибольшие превышения характерны 

для древних террас. 

В границах исследованной территории самый верхний из ярусов рельефа 

отсутствует. Средний ярус отчетливо выражен в Каратегинском хребте, а на 

юге района в Вахшском хребте выделяется лишь нижняя его часть. Нижний 

геоморфологический ярус развит как в Каратегине, так и на левобережье реки 

Вахш. 
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УНСУРЊОИ АСОСИИ МОРФОЛОГЇ ВА ХУСУСИЯТЊОИ СОХТИ ЌАБАТИИ 

РЕЛЬЕФИ ЌАТОРКЎЊЊОИ ЌАРОТЕГИН ВА ВАХШ (ЉУМЊУРИИ 

ТОЉИКИСТОН) 

 

Давлатов Ф. С., Ѓайратов М.Т. 

Донишгоњи миллии Тољикистон 

 

Аннотатсия. Дар маќола унсурњои асосии морфологии минтаќаи ќаторкӯњњои Ќаротегин 

ва Вахш баррасї шудааст. Шаклњои рельефи муосир, эрозия, равандњои нишебињо, ярчњо ва 

фаъолияти сел тадќиќ шудаанд. Дар њудуди минтаќаи тадќиќшуда навъњои зерини 

генетикии рельеф фарќ карда мешаванд: эрозионї-тектоникї, сатњи денудатсионии 

ќадимї, сохторї-денудатсионї, экзаратсионї ва аккумулятивї.  

Калидвожањо: њудуд, эрозия, хусусиятњои морфологї, омил, шакл, нишебї, лепрессияи 

Тољикистон, Вахш. 
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THE MAIN MORPHOLOGICAL ELEMENTS AND FEATURES OF THE KARATEGIN 

AND VAKHSH RANGES RELIEF STRUCTURE LAYER    

 

Davlatov F.S., Gairatov M.T. 
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Annotation. The article discusses the main morphological elements of the Karategin and Vakhsh 

ranges. Modern relief formations, erosion, slope processes, landslides and mudflow activity were 

studied. The following genetic types of relief are distinguished on the territory of the region: erosion-

tectonic, ancient denudation surfaces, structural-denudation, and exaration and accumulative.  

Keywords: territory, erosion, morphological features, factor, shape, slope, Tajik depression, Vakhsh. 
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ГЕОЛОГИЧЕСКИЕ ПОИСКИ И ЗАЛЕГАНИЯ КИАНИТ-СИЛЛИМАНИТ 

АЛЮМОСОДЕРЖАЩЕГО  СЫРЬЯ  ЮГО-ЗАПАДНОГО  ПАМИРА 

                                   

                                    Мирзоев Б.1,  Пираков Г.2,  Каюмов А.3 

Филиал Московского государственного университета имени 

М.В. Ломоносова в городе Душанбе1 

Главное управление геологии при Правительстве Республики Таджикистан2 

Институт промышленности при Министерстве промышленности 

и  новых технологий Республики Таджикистан3 

 

Аннотация.  В статье рассматривается исследование геологического, минералогического и  

химического составов кианит-силлиманитового минерального сырья. В поисковой работе 

была поставлена задача определения и нахождения обогащённых мест по выходу  

глинозёмсодержащего сырья. С этой целью была организована поисковая группа. 

Исследования были проведены на высокоглиноземистых породах кианит-силлиманита, 

которые расположены на территории Мургабского, Ванджского и Рошкалинского районах 

Горно-Бадахшанской Автономной Области Республики Таджикистан. В результате 

поисковых работ были найдены основные накопления минералов кианита и силлиманита с 

огромными запасами в Шахдаринском, Мургабском и Ванджском месторождениях, из 

которых были взяты несколько технологических проб для определения минералогического 

состава выше указанных месторождений с целью дальнейшего получения технического 

глинозёма и других полезных компонентов.  

Ключевые слова: минералы, кианит, силлиманит, исследования, глинозем, сырьё, 

месторождение, технологические пробы, глинозёмистые  породы. 
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 В связи с общей тенденцией развития сырьевой базы глиноземного 

производства в сферу промышленности вовлекаются комплексные переработки 

сложных по минералогическому и химическому составам алюмосодержащие 

руды с получением различных продуктов. На сегодняшний день это одна из 

актуальных задач для химиков и технологов. В связей с этим,  особый интерес на 

наш взгляд представляют кианит-силлиманитовые слюдистые метаморфические 

сланцы,  которые являются комплексным сырьем, позволяющим получать 

разнообразные ценные продукты: глинозем, огнеупорные материалы, соду, 

цемент, соли алюминия, калия, натрия и др.  

Исследованию подлежали кианит, силлиманит, амфиболы, гранаты и биотит, 

являющиеся глиноземсодержащими породами. Эти минералы расположены на 

территории Мургабского и Рошткалинского районов Горно-Бадахшанской 

автономной области Республики Таджикистан. Рельеф района высокогорный, 

резко расчлененный с узкими долинами и крутыми склонами. Абсолютные 

отметки высот колеблются от 300 м до 6510 м (пик К. Маркса). Относительные 

превышения водоразделов над днищами долин достигаются от 1000 до 2000 м. 

Климат района резко континентальный с сухим летом и холодной малоснежной 

зимой, основное количество осадков приходится на осенне-зимний период, 

постоянный снежный покров образуется в середине октября, оттаивает в 

середине мая.  Растительность весьма скудная, в основном кустарниковая, 

распространена по долинам крупных рек. Животный мир беден, хотя и 

разнообразен: охота запрещена, охраняется законом [1, 2]. 

Транспортная связь обеспечивается автомобилями по асфальтированным 

дорогам международного и республиканского значений, проложенным по 

долинам рек Шохдара и Мургаб, дорога Хорог-Кульма-Гунт от областного 

центра города Хорога. На местах работ перевозка полезных минералов 

непосредственно  осуществляется по грунтовым дорогам автотранспортом, а по 

ущельям – вьючным  транспортом.    В экономическом отношении район освоен 

весьма слабо, промышленность не развита. Коренное население занято 

скотоводством и земледелием. Крупнейшими водными артериями являются реки 

Шохдара, Гунет и Мургаб с боковыми  притоками, которые имеют снежно-

ледниковое питание.  

Геологическая изученность Юго-Западного Памира была начата в советские 

времена, были уточнены вопросы стратиграфии, магматизма, тектоники и 

проявлений нерудных полезных ископаемых [3].  

В пределах площади геологических поисковых работ в основном были 

обнаружены породы с переслаивающимися биотит-гранатовыми, амфибол-

биотит-гранатовыми, дистеновыми, силлиманитовыми, гранатовыми и 

доломитовыми мраморами. В разрезе свиты встречаются линзы и пластовые 
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залежи кианит, силлиманит, гранатовых амфиболитов в породе. На южном 

склоне месторождений также были обнаружены кианит и силлиманит 

содержащие гнейсы. Гнейсы с силлиманитами и кианитами образуют прослои 

мощностью от нескольких метров до нескольких десятков метров среди прочих 

разновидностей гнейсов, причем силлиманит встречается чаще чем кианит.  

В разрезе Шахдаринской надформации были обнаружены преобладающие 

алюмосодержащие гнейсы различного состава - биотитовые, кианит-

силлиманитовые, амфибол-биотитовые, гранат-биотитовые, которые 

встречаются на разных уровнях. Следует отметить, что в части разреза  

Шахдаринской  надформации, отвечающей Шугнанской свиты, в которой также  

преобладают высокоглиноземистые гнейсы, в верхней части разреза в 

значительном объёме развиты биотит амфиболовые, кианит-силлиманитовые 

гнейсы и кристаллические сланцы. При геологических исследованиях были 

уточнены  отличительные особенности Шахдаринской надформации, которые 

являются высокоглиноземистым составом гнейсов. Эти минералы встречаются 

по всему разрезу исследуемого месторождения [4].  

В пределах площади поисковых работ присутствуют породы даршайской, 

шугнанской, врангской и дурударинской свиты, шохдариской серии. 

Даршайская свита сложена переслаивающимися биотит-гранатовыми, амфибол-

биотит-гранатовыми, кианит-силлиманитовыми и гранатовыми. В разрезе свиты 

встречаются линзы и пластовые залежи кианит-силлиманитовых смещений 

минералов гранатовых и амфиболитовых пород.  Соотношение названных 

минералов пластов очень разное. При геологических исследованиях были 

обнаружены минералы биотит-гранатовых гнейсов с подчиненными прослоями 

биотитовых гнейсов, магматитов и мраморов. Особенностью этих минералов в 

основном, является присутствие гранат содержащих разновидностей гнейсов 

(гранат до 50-70% объёма породы). Проведение геологических анализов 

показало, что состав этих пород в зависимости от минерализации отличается от 

других минералов, находящихся   на Шохдаринском месторождении, в которых 

содержание алюмосодержащих гранатов намного больше по сравнению с 

другими минералами [5]. 

Кианит и силлиманитсодержащие гнейсы имеют, по-видимому, двоякий 

способ образования. С одной стороны, отмечаются пачки гнейсов, мощность 

этих минералов доходит до нескольких десятков метров - это плотные, слабо 

катализированные породы, образовавшиеся при региональных гнейсах, где 

породы превращены в катаклазиты и милониты, в которых появляются 

вторичные силлиманиты. Образование описываемого минерала в данном случае 

обусловлено, вероятно, процессами динамо метаморфизма, когда в локальных 
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участках возникали высокие давления и температуры, необходимые для 

образования силлиманита.  

Минерал кианит по геологическим характеристикам является  

макроскопическим, имеющий голубой цвет, образующий длинные столбчатые 

кристаллы до нескольких сантиметров в длину. Морфологически он 

преимущественно является кварц-полевошпатовым  материалом. Силлиманит и 

кианит - это части минерала в породах с высокой степенью термического 

метаморфизма глинистых пород, которые образуются путём преобразования 

андалузита. Он также может образован региональным метаморфизмом 

глинистых пород (гнейсов) из мусковита и биотита.  В разрезе свиты  по долине 

р. Вранг часто встречаются филланиты   и милониты, мощность свиты доходит  

до 1500 м. Врангская свита  сложена гранат–биотитовым, амфибол биотитовыми 

и биотитовыми гнейсами, а также кальцитовыми и доломитовыми мраморами. В 

средней части разреза распространены огромные  гнейсы  с кианитом и 

силлиманитом. Сверху разреза месторождения гнейсах глиноземсодержащие 

минералы уменьшаются, доходят до исчезновения.  

В предыдущих геологических исследованиях были определены некоторые 

параметры этих минералов данного месторождения [6], в которых кроме кианит-

силлиманитовых минералов, также встречаются кварцы, полевые шпаты, слюды 

и редкие зерна акцессорных минералов в виде линз и полос, представляющих 

собой реликты гнейсов и магматитов.  

В целом,  врангская  свита характеризуется преобладанием гранат-

биотитовых гнейсов,  содержащих  силлиманит и кианит. Кианитовые и 

силлиманитовые гнейсы часто встречаются на площади поисковых работ, в 

бассейнах рек Вранг и Наспар, общая  мощность алюмосодержащих свит 

составляет 1300-1500 м.  При геологических исследованиях были уточнены 

основные места залегания алюмосодержащих минералов на Шохдаринском и 

Мургабском месторождениях. Из этих мест нами были взято несколько 

технологических проб сырья для проведения и уточнения минералогических и 

химических состав  в лабораторных условиях.            Доставленные пробы, 

которые были взяты из нескольких местов месторождений, после тщательного 

минералогического анализа было выявлено, что исходная порода, в основном 

состоит из минералов кианита, силлиманита, граната и биотита, которые 

проведены в таблице 1.  

Для уточнения химического состава и свойств оксидов, входящих в состав 

минералов был проведен полный химический анализ каждого минерала.   
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Таблица 1.  Содержание основных минералов, взятых технологических проб 

различных месторождений. 

№ 

пробы 

 

вес проб,  

г. 

содержание минералов, % 
название после 

минералогического 

анализа кварц биотит 

кианит-

силлиманит 

с гранатами 

1 

2           

3 

4 

500             

500            

500              

500 

24-27   

26-29   

26-30   

27-31 

12-14      

13-15       

17-19      

21-23 

62-69        

60-65          

58-60         

55-57 

биотит – кварц – гранат     

кианит-силлиманитовых 

слане 

кварц-биотит кианит-

силлиманитотовый 

сланец 

      

 После измельчения и тщательного перемешивания массы отобрали 

усредненную пробу с целью проведения полного химического анализа исходной 

породы (без обогащения). Результаты проведения химических анализов 

исходного сырья  приведены в таблице 2. По результатам химического анализа 

установлено, что силлиманит и кианит по химической формуле (Al2SiO3) и 

составу почти одинаковые и являются высококремнеземистыми минералами с 

содержанием SiO2  в пределах 37.12 – 39.90%, а содержание глинозема исходного 

сырья колеблется от 55.79 до 59.40% (в отдельных пробах до 60.5%).  

 

              Таблица 2. Химический состав исходного сырья кианит и силлиманит 

 

Таким образом, можно считать, что минералы кианита и силлиманита 

являются полезным сырьем для получения технического глинозема и других 

полезных компонентов [6]. 

Для подтверждения полученных химических данных был проведен 

рентгенофазовый анализ исходного сырья минералов кианита и силлиманита, 

который подтвердил достоверность полученных результатов химических 

№ 

массовое содержание, % 

SiO2 TiO2 Al2O3 Fe2O3 MnO MgO CaO K2O 

 

Na2O 

 

1 37.12 1.39 59.40 4.20 0.02 0.35 1.12 2.17 0.93 

2 37.52 1.23 58.20 3.41 0.10 0.18 1.77 3.32 1.61 

3 38.85 1.45 56.90 4.48 0.15 0.50 0.98 3.61 1.92 

4 39.90 0.98 55.74 4.59 0.05 0.52 0.85 3.53 0.46 
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анализов. Рентгенофазовый анализ исследуемых минералов проводился на 

установке «Дрон-3» Си-анодным излучением, Ni–фильтром в лаборатории 

Института геологии Национальной Академии наук Таджикистана. Результаты 

анализов приведены на рис. 1. 
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Рисунок 1. Рентгенограммы исходного сырья минералов кианита и силлиманита. 

 

Как видно, из полученных данных рентгенофазового анализа  (рис. 1, 

красные линии) на дифрактограммах наблюдаются характерные  линии  для 

минералов кианита силлиманита, примеси других минералов не обнаружены, за 

исключением тонкозернистого кварца, андалузита граната и биотита.  

Проведение анализов показало, что минералы группы кианита  и силлиманита 

являются хорошим  высокоглиноземистым сырьем для получения глинозема, 

наряду с этим это  перспективное сырье для производства высокоглиноземистых 

огнеупоров. 

     Таким образом, полученные предварительные результаты дают основание для 

проведения более подробных геологических поисковых работ в  

метаморфических породах Шохдаринской и Мургабской месторождениях с 

целью выявления значительных кианит-силлиманитовых минерализаций  с 

подсчётом прогнозных запасов ресурсов. 
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Аннотатсия. Дар маќолаи мазкур натиљањои тахкикотњо:  хосиятхои физикави ва 

химиявии таркиби маъданхои алюминидори кианит-силлиманит ва љойњои љамъшавии ин 

минералњо дар конњои алюминидори Шоњдара ва Мурѓоб аз љињати геологи бо пураги 

омухта шудаанд. Роххои гуногуни ганигардони онхо дар шароитхои муаян оварда 
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шудааст. Инчунин равишњои муайян намудани маъданњои гуногуни алюминидор дар ин 

конњо аз љињати хосиятњои геологи муаян карда шуда њамчунин миќдори фоизнокии 

минералњо дар њаљми умумии конњо муайян шуда, ташхиси химиявиионњ бо пураги ба анљом 

расонида шудааст. 

Калидвожахо: Минералхо, кианит, силлиманит, глинозем, ашёи хом, конњо, намунаи 

технологи. маъдани глиноземдор, маъдани метаморфї. 
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Lomonosov Moscow State University in Dushanbe1 

Main Department of Geology of the Republic of Tajikistan 2 
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Annotation. The article deals with the study of the geological, mineralogical, chemical compositions 

of kyanite-sillimanite mineral raw materials. In the research the task was set to determine and find 

the most enriched places by the release of alumina-containing raw materials; therefore, we organized 

a search group for geological research. The work was carried out on highly aluminous rocks of 

kyanite and sillimanite, which is located on the territory of the Murgab, Vanj and Roshkalinsky 

districts of the Gorno-Badakhshan Autonomous Region of the Republic of Tajikistan. As a result of 

the prospecting work, the main accumulations of kyanite and sillimanite minerals with huge reserves 

were found at the Shakhdara, Murgab and Vanj deposits, from which several technological samples 

were taken to determine the mineralogical composition of the above-mentioned deposits. In order to 

further obtain technical alumina and other useful components. 

Keywords: minerals, kyanite, sillimanite, research, alumina, geology, raw materials, deposits, 

technological samples, aluminous rocks. 
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УДК: 383.483 

ГЕОЛОГИЧЕСКИЕ ПАМЯТНИКИ ПРИРОДЫ – ОБЪЕКТЫ 

ЭКОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСВЕЩЕНИЯ И ТУРИЗМА В 

ТАДЖИКИСТАНЕ 

 

Новиков В.П.1, Салихов Ф.С.2, Супрычев В.В.1 

Национальный парк «Угра» 1 (Россия, Калужская область) 

Филиал Московского государственного университета имени 

 М.В. Ломоносова в городе Душанбе2 
 

Аннотация. В статье на основе многолетнего изучения представлены практически все типы 

геологических памятников природы Таджикистана, связанных с проявлениями важнейших 

геологических процессов. Дана их классификация и примеры отдельных объектов. 

Описываемые памятники природы Таджикистана рассматриваются как удобные полигоны 

для научных изысканий, в т.ч. для изучения и мониторинга ряда современных геологических 

процессов, а также для экологического просвещения и естественно-научного образования. 

Подчеркивается огромное историко-культурное значение и эстетическая ценность 

геологических памятников, что является важнейшим ресурсом для развития туризма. 

Ключевые слова: геологические памятники природы, классификация, рельеф, источник, 

водопад, пожар, пещера, завал, соль, уголь, туризм, Таджикистан. 

 

       Территория Таджикистана обладает уникальным богатством природных 

ресурсов, которое обеспечивает республике особое место в Центрально-

Азиатском регионе. Горный рельеф с колоссальным эрозионным врезом 

демонстрирует здесь всевозможные проявления важнейших геологических 

процессов, которые по праву именуются памятниками природы. Разнообразие 

таких объектов можно свести к типологии, учитывающей как их генетические 

особенности, так и отношение к геологическим дисциплинам, предметом 

изучения которых они являются. В итоге можно выделить не менее 10 групп 

памятников неживой природы, среди которых преобладающими являются 

геологические: 

1. геоморфологические – формы рельефа земли (включая подземные), созданные 

экзогенными процессами; 2. гидрологические – озерные водоемы различного 

генезиса, 3. гидрогеологические – места выхода подземных вод на поверхность; 

4. литолого-палеонтологические – памятники жизни и ландшафтов минувших 

геологических эпох; 5. петрологические – образования, связанные с 

магматической деятельностью; 6. минералого-петрографические – отдельные 

проявления современных и древних минерало-, породо- и рудообразующих 

процессов; 7. тектонические – яркие свидетельства и результаты движений 

земной коры; 8. космогенные – объекты, возникшие в результате падения 

небесных тел; 9. историко-геологические – памятники истории изучения и горно-
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геологического освоения некоторых районов; 10. геологические эталоны – 

типовые обнажения, разрезы и участки для геологических исследований [1, 2]. 

       К категории памятников могут быть отнесены редкие, уникальные, особо 

ценные в научном, культурном, а также эстетическом и экологическом 

отношении геологические объекты и комплексы [3]. В ряду таковых, следуя 

приведенной классификации, на территории Таджикистана, к примеру, можно 

отметить причудливые формы выветривания (скалы Чильдухтарон, Анзобский 

«минарет» (фото 1); каньоны и водопады (р. Искандер-Дарья, Гусхарв); Кызыл-

Джарские гипсово-соляные пещеры в Ходжентской области; крупные оползни и 

завалы (Зеравшанский, Ягнобский) (фото 2); разнообразные формы ледникового 

рельефа (Памир, Гиссарский хребет). 

 

 
 

Фото 1. Анзобский «минарет». Фото Салихова Ф.С., 2022г. 

 

Среди уникальных озер можно назвать Маргузорские на р. Шинг, грязевое 

Аксукон в бассейне реки Сыр-Дарья или термокарстовое Акбалык в Аличурской 

долине. Для гидрогеологических памятников показательны родник 

Чилучорчашма в Бешкентской долине и термальные источники Западного 

Памира (Гармчашма, Шахдара). Среди литолого-палеонтологических объектов 

заслуживают упоминания местонахождения костей и скелетов пермских 

амфибий в Кураминском хребте, окаменевшие деревья Раватского угольного 

месторождения или следы динозавров Бабатага и долины реки Ширкент 

местонахождение Харкуш (фото 3).  
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Фото 2.  Ягнобский завал. Фото Салихова 

Ф.С., 2022г. 

  

 
 

Фото 3. Следы динозавров, Ширкент  

Фото В.П.Новикова, 1984 г. 

Для петрологической группы можно упомянуть трубки взрыва «Оджук» в 

Варзобском ущелье и «Балгын» на Восточном Памире; для минералого-

петрографической – памирское месторождение лазурита Ляджвардара или 

пегматиты с камнесамоцветами Рангкуля и Кукурта. 

В ряду тектонических памятников нельзя не вспомнить знаменитую г. Навруз 

в долине р. Обихингоу с гигантской складкой-«тюльпаном» или сейсмогенный 

Усойский завал у Сарезского озера. 

С космическими пришельцами могут быть связаны Мургабский и 

Аличурский кратеры на Юго-Восточном Памире. 

Среди древних выработок выделяются средневековые рудники Кансай и 

Канимансур (серебро, полиметаллы) в Кураминском хребте или г. Кухилал с 

благородной шпинелью на Юго-Западном Памире. Наконец, геологические 

эталоны достойно представлены Гармским сейсмическим полигоном, а также 

многочисленными стратотипами стратиграфических подразделений и 

голотипами различных геологических формаций во многих районах республики. 

       Рассматриваемые памятники, как и таковые в других регионах [4-7], в 

большинстве своем являются удобными полигонами для научных изысканий, в 

т.ч. для изучения и мониторинга ряда современных геологических процессов. 

Они предоставляют также обширное поле деятельности для экологического 
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просвещения и всестороннего естественно-научного образования современного 

человека. Кроме того, подобные объекты имеют огромное историко-культурное 

значение и эстетическую ценность, что позволяет рассматривать их в качестве 

важнейшего ресурса для развития туризма, а с учетом лечебных свойств водных 

памятников – и незаменимого средства для рекреационной деятельности [8, 9]. 

       Первые работы по учёту, детальному описанию и систематизации 

уникальных геологических объектов в республике начаты в 70-80-е годы 

прошлого века Институтом геологии АН Таджикской ССР при участии юных 

геологов душанбинского Дворца пионеров и школьников. В это время была 

подготовлена карта геологических памятников Таджикистана [2], включившая 

более 150 таких объектов (рис.1). 

  

 
 

Рисунок 1. Карта геологических памятников Таджикистана. Условные обозначения: 

I — геоморфологические памятники,  
II — палеонтологические,  

III — тектонические,  
IV — гидрогеологические,  
V — современные подземные «пожары»,  

VI — минералогические памятники,  
VII—космогенные,  
VIII — древние рудники. 

 

К сожалению, далеко не все из них вошли в состав имеющихся на сегодня 

особо охраняемых природных территорий республики, частично они попали в 

границы Таджикского (Памирского) национального парка, историко-природного 

парка «Ширкент», государственного природного заповедника «Зоркуль», а 
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также заказников «Искандеркуль», «Сари-Хосор», «Чильдухтарон». 

Соответственно, уже используемыми в сфере туризма можно считать лишь 

единичные и не всегда самые интересные и показательные объекты. 

       Вместе с тем, в Таджикистане есть много мест, где на достаточно 

ограниченной площади можно наблюдать редчайшие геологические объекты и 

где могут быть созданы узко специализированные особо охраняемые территории 

мирового уровня: заповедники, геопарки, геологические заказники. К таковым, 

например, несомненно относится участок долины реки Ягноб, примыкающий к 

Фан-Ягнобскому месторождению (рис. 2).  

 
Рисунок 2. Геологические и исторические памятники в районе Фан-Ягнобского 

месторождения. По Новикову В.П. [2]. Условные обозначения: 

1 – современные угольные пожары, 2 – древние выработки, 

3 – прежние обогатительные промыслы, 4 – потухшие угольные пожары, 

5 – остатки крепости, 6 – древние тропы, 7 – речная переправа. 

 

Здесь в урочище Кухи-Малик располагается очаг долговременного угольного 

пожара с поверхностными скоплениями редких минеральных и углеводородных 

продуктов горения каменных углей (на сегодня выявлено около 40 

наименований, в т.ч. ряд новых минералов) [10-13]. На протяжении многих 

столетий в «горящих копях» урочища велась кустарная разработка серы, 

нашатыря, квасцов, селитры и другого сырья. Кроме того, в угленосных 



99 
 

отложениях сохранились окаменевшие стволы деревьев и отпечатки ног юрских 

динозаров (открыты в 1882 году!).  

 

 
 

Фото 4. Современный  угольный пожар на левом борту р. Ягноб, к. Рават. 

 (Фото Салихова Ф.С.), 2022 г. 

       

Не менее уникальным образованием является соляной купол Ходжа-Мумин 

в Кулябской области – один из самых крупных в мире [2, 14]. На поверхности и 

внутри этой почти 900-метровой горы можно наблюдать редкостные формы 

соляного карста, а в ручьях, вытекающих из пещер – гирлянды кристаллов 

самосадочной соли (фото 5). 

Придание охранного статуса уникальным геологическим объектам является 

необходимым условием для их использования в туристско-экскурсионных 

целях. Нерегулируемое посещение таких объектов, а также отсутствие 

надлежащего информационно-технического обустройства может привести к их 

разрушению и невосполнимым потерям – восстановить тот или иной памятник 

неживой природы, возродить какой-либо геологический процесс практически 

невозможно.  
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Фото 5. Соляные пещеры Ходжа-Мумина. Фото Салихова Ф.С., 2015 г. 

 

       Таким образом, как это ни парадоксально на первый взгляд, организованный 

туризм является одним из способов сохранения и щадящего использования 

описываемых творений природы. Вместе с тем, очевидно, что туристское 

освоение данных ресурсов пока осложняется рядом социально-экономических и 

географических причин: удаленностью и труднодоступностью многих объектов, 

отсутствием удобных подъездных дорог, неразвитостью сферы обслуживания 

туризма. 

Не меньшее значение при этом имеет надлежащее информационное 

обеспечение посетителей: наличие хороших путеводителей, 

квалифицированных описаний маршрутов и туристских карт. Поэтому задачи 

дальнейшего изучения и заповедания уникальных объектов неживой природы 

должны самым тесным образом сопрягаться с пропагандой идей их охраны и 

популяризации элементарных геологических знаний. 
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ЁДГОРИЊОИ ГЕОЛОГИИ ТАБИАТ– ОБЪЕКТЊОИ ТАЪЛИМИ ЭКОЛОГЇ ВА 

ТУРИЗМ ДАР ТОЉИКИСТОН 

 

Новиков В.П.1, Салихов Ф.С.2, Супрычев В.В.1 

Парки миллии Угра1 (Россия, вилояти Калуга) 

Филиали Донишгоњи давлатии Москва ба номи М.В. Ломоносов дар шањри Душанбе2 

 

Аннотация. Дар маќола дар асоси тадќиќоти чандинсола ќариб њамаи навъњои  ёдгорињои 

табиии геологии Тољикистон, ки бо зуњури протсессњои муњимтарини геологї 

алоќаманданд, оварда шудаанд. Гурўхбандии онњо ва мисолњои ёдгорињои алоњида пешнињод 
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https://doi.org/10.17803/1729-5920.2021.178.9.032-043
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шудааст. Ёдгорињои табиии тасвиршудаи Тољикистон њамчун майдони мувофиќ барои 

озмоишњои илмї, аз љумла, барои омўхтан ва мониторинги як ќатор протсессњои 

њозиразамони геологї, инчунин барои таълими экологї ва илмї баррасї мешавад. Ањамияти 

бузурги таърихию фарњангї ва арзиши эстетикии ёдгорињои геологї, ки муњимтарин 

захираи рушди туризм мебошад, таъкид шудааст.  

Калидвожањо: ёдгорињои геологии табиат, гурӯњбандї, рельеф, сарчашма, шаршара, оташ, 

ғор, басташавї, намак, ангишт, сайёњї, Тољикистон. 

 

GEOLOGICAL NATURE SIGHTS – OBJECTS OF ENVIRONMENTAL EDUCATION 

AND TOURISM IN TAJIKISTAN  

 

Novikov V.P.1, Salikhov F.S.2, Suprychev V.V.1  

Ugra National Park1 (Russia, Kaluga Region)  

Lomonosov Moscow State University in Dushanbe2 

 

Annotation. Almost all significant geological natural monuments of Tajikistan, identified on the basis of 

manifestations of the most important geological processes, are presented in all articles based on many years 

of study. Their classification, examples of monuments are given. The described natural monuments of 

Tajikistan are considered as convenient testing grounds for scientific research, incl. for the study and 

monitoring of a number of modern geological processes as well as for environmental education and science 

education. The great historical and cultural significance and aesthetic value of geological monuments are 

emphasized, which is the most important resource for the development of tourism.  

Keywords: geological monuments of nature, classification, relief, source, waterfall, fire, cave, blockage, salt, 

coal, tourism, Tajikistan. 
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УДК 551.583.1+556 

ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ КЛИМАТА НА РЕЖИМ РАБОТЫ 

РАДОНОВОГО ПАРА МЕСТОРОЖДЕНИЯ ТЕРМАЛЬНЫХ ВОД 

ХОДЖАОБИГАРМ 

 

Разыков Б.Х. 

Международный университет туризма и предпринимательства 

Таджикистана 
 

Аннотация. Глобальное потепление сокращает запасы льда в горах Таджикистана. В 

Центральном Таджикистане в горах Гиссаро-Алая на высотах от 3000 до 4000 м происходит 

процесс деградации мелких ледников. Многолетние гидрогеологические режимные 

наблюдения месторождения термальных вод Ходжаобигарм, расположенного в этих горах, 

показали снижение дебита и температуры радонового пара месторождения косвенно 

свидетельствующего о деградации современного оледенения в условиях потепления. 

Необходимо проведение наземного мониторинга и космосъёмки для изучения динамики 

изменения площадей горного оледенения Таджикистана. 

Ключевые слова: радоновый пар, парозаборные скважины-шпуры, месторождение 

термальных вод, Ходжаобигарм, деградация оледенения, изменение климата, режимные 

наблюдения. 

 

Последствия изменения климата в настоящее время испытывают все страны 

Центральной Азии, причём Таджикистан является одной из самых уязвимых, где 

формируется 60% водных ресурсов региона, в т.ч. свыше 80% стока крупнейшей 

реки Амударья. По данным Всемирной метеорологической организации, 

«среднее значение глобальной температуры за пятилетний период 2013-2018 

годов стало самым высоким показателем за всю историю метеорологических 

наблюдений» [1]. На территории Таджикистана с учётом существующих 

климатических тенденций уже в наступившем десятилетии прогнозируется 

снижение располагаемых водных ресурсов, изменение величины и структуры 

водопотребления. Изменение климата влияет на площадь оледенения в горных 

экосистемах, хотя темпы и характер такого влияния различны в разных горных 

регионах страны. Глобальное потепление сокращает запасы льда в горах 

Таджикистана, способствуя уменьшению водных ресурсов как самой страны, так 

и всего Центральноазиатского региона.  

Известно, что ледники являются как хранилищами воды, так и регуляторами 

речного стока. Ежегодное таяние снежно-ледовых запасов в Таджикистане 

вносит 10-20 % в сток крупных рек, а в сухие и жаркие годы вклад ледников в 

водные ресурсы отдельных рек в летнее время достигает 70 % [2, c.52]. 

В Таджикистане процесс деградации оледенения с привлечением данных 

наземных исследований и космических съёмок начал изучаться в лаборатории 
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«Водных проблем» Агентства «Таджиккоинот» в конце ХХ столетия. В 

Центральном Таджикистане в горах Гиссаро-Алая на склонах хребтов и их 

отрогах, имеющих высоты от 3000 до 4000 м, несмотря на обильное увлажнение, 

встречаются лишь мелкие ледники, расположенные в самых верхних частях гор 

в карах, которые создают благоприятные условия для накопления снега и защиты 

его от таяния [3, c.42]. По данным Агентства «Таджиккоинот» с 1945 по 2000 

годы в горах Гиссаро-Алая площадь оледенения сократилась на 500.5 км2 от 

существующей в 999 км2 и составила 50.6 % от первоначальной, с остаточной 

площадью в 485.5 км2. Для исследователей влияния деградации оледенения на 

водный режим термальных месторождений Таджикистана очевидный интерес 

представляют условия формирования термальных вод и радонового пара 

месторождения Ходжаобигарм. Это месторождение находится в Центральном 

Таджикистане и окружено горами Гиссарского хребта с севера, запада и юга. 

Месторождение расположено в 57 км к северу от г. Душанбе в верховьях узкой 

долины р. Ходжаобигарм на абсолютной высоте высоте 1780-1870 м (рис. 1). 

Современная гидротермальная система месторождения Ходжаобигарма 

возникла в эпоху последнего оледенения в горах Гиссара-Алая и оформилась в 

современном виде вмещающей её гидрогеологической структуры. Определились 

области инфильтрации, стока и разгрузки, интенсивность атмосферного питания. 

 

 
 

Рисунок 1. Гидротермальное месторождение Ходжаобигарм. 
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Месторождение Ходжаобигарм слагают кислые интрузивные породы, 

обнажающиеся в виде двух гранитных массивов широтного простирания. 

Северный массив представлен серыми гранитами карбона, южный - розовыми 

гранитами перми. Месторождение связано с зоной надвига серых гранитов на 

розовые, и известной как Ходжаобигармский разлом. Зона разлома осложнена 

серией более мелких сопряжённых нарушений. Трещины служат основными 

выводящими путями термальных вод и радонового пара на земную поверхность. 

Надвиг хорошо выражен в рельефе, и довольно чётко прослеживается по 

характерной белой окраске пород зоны дробления. По этому нарушению розовые 

граниты опущены, а серые приподняты (рис. 2). 

 

 
 

Условные обозначения: 

  Голоценовые отложения (аллювий, делювий, пролювий), 

  Нижнемеловые отложения (апт, альб, баррем, валагжин), 

    Нижнекаменноугольные эффузивы (андезито-базальты) 

 

Рисунок 2. Геологическое строение месторождения Ходжаобигарм. 
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Выходы термальных вод и радонового пара месторождения связывают с 

Ходжаобигармским надвигом, хотя они расположены несколько южнее. 

Термальные источники и радоновый пар проявляются на так называемом 

«термальном склоне» трапециевидной формы, наклонённом к югу, и 

занимающем территорию в 5 га. Он ограничен с запада и востока разрывами. За 

пределами этой площадки проявлений термальных вод и радонового пара не 

наблюдается. Собственно, «термальный склон» представляет собой массив 

розовых гранитов, прикрытых плащом делювия максимальной мощности 40 м. к 

югу мощность их снижается до нуля. 

По условиям формирования, изученные термальные воды принадлежат к 

трещинно-жильным водам, циркулирующим в пределах массивных интрузий, 

локализованных в пределах зоны альпийской складчатости. Естественные 

выходы азотных терм с сопровождающим их паровоздушной смеси 

контролируются, прежде всего, тектоническими разрывами. Обнаруженные 

выходы вод тяготеют к крупному региональному разлому (Ходжаобигармский 

разлом) [4, c. 44]. 

По Н.М. Елмановой, формирование месторождений типа Ходжаобигарм 

связано с наличием тектонических экранов на пути продвижения термальных 

вод к поверхности (в верхней части крутых эрозионных склонов). Линия 

разгрузки термальных вод из зоны разлома проявляется на поверхности 

«термального склона» в виде выходов горячего пара. Предполагается, что в 

верхней западной части термального склона непосредственно в месте перелива 

горячих вод из разлома в делювий последние, попадая из области высокого 

давления в область пониженного атмосферного давления, начинают вскипать и 

дегазировать. Полученный при этом водяной пар содержит радон и другие 

микроэлементы [5, c.215]. 

В 1950-х гг. на верхнем участке верхней зоны была проведена 

термометрическая съёмка и на глубине 1-1.5 м зарегистрирована температура 

выше 40 0С. В 1953 году на этом участке на выходах горячего пара по четырём 

створам были пробурены 37 вертикальных парозаборных скважин-шпуров Ø 89 

мм глубиной от 5 до 10 м и был построен пароэманаторий, который стал 

эффективно использовать радоновый пар с температурой 88°С для лечения 

гинекологических болезней, органов движения, кровообращения и дыхания на 

курорте Ходжаобигарм. 

В 1987 году по двум створам было дополнительно пробурено 11 скважин-

шпуры Ø 73 мм и глyбинoй от 2 до I0.0 м. Поскольку дебит парозабора 

постепенно снизился, то в 1989 году было произведено перебуривание коронкой 

Ø 93 мм и очистка функционирующих 10 скважин-шпуров, а также ликвидация 

38 нефункционирующих скважин-шпуров. В результате реконструкции осталось 
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10 скважин-шпуров Ø 89 мм, из которых: 4 работают на выброс пара, 5 – на 

всасывание атмосферного воздуха с созданием тяги и 1 – на консервации (рис. 

3). 

 
 

Рисунок 3. Схема расположения скважин-шпуров, каптирующих выходы радонового пара 

месторождения Ходжаобигарм. 

 

В 1989г. ПИ «Курортпроект» (г. Москва) проводил последние исследования 

химического состава конденсата парозабора, термальных вод и водовмещающих 

пород месторождения Ходжаобигарм, и результаты этих работ устарели. 

Конденсат пара представлял собой слабоминерализованную (М 0.05-0.7 г/л) 

гидрокарбонатно-хлоридную и хлоридно-гидрокарбонатную кальциево-

натриевую и магниево-натриевую нейтральную и слабощелочную воду. По 

радоновому пару до настоящего времени больше никаких анализов не 

проводилось. 

В 2017г. в аналитических подразделениях Дальневосточного геологического 

и Дальневосточного океанологического институтов РАН были выполнены 

полные химические анализы термальных вод на 52 элемента и отобранных 

образцов водовмещающих пород. 

Исследование изотопного состава кислорода и водорода термальных вод 

показало стабильность содержания кислорода-18 от скважины к скважине, 

составляющее 13.1 %, и вариативность содержания дейтерия в диапазоне 

значений от 79.8 до 84.2 %. В целом, изотопный состав близко лёг вдоль 

глобальной линии метеорных вод, свидетельствуя об инфильтрогенном 

происхождении данных вод [6, c.169]. 

Не было зафиксировано значительного отклонения от линии метеорных вод, 

подтверждающее масштабное взаимодействие метеорных вод с 

водовмещающими породами. Измеренные значения трития в термальных водах 

месторождения Ходжаобигарм достаточно низкие и составляют всего 0.8 ТЕ 
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(или 0.09 Бк/кг), что свидетельствует о достаточно долгом периоде водообмена 

этих вод, и о практически полном отсутствии смешивания с поверхностными 

горизонтами грунтовых вод. 

В период с 2013 по 2020 годы автором были проведены режимные 

наблюдения работы скважин-шпуров парозабора месторождения 

Ходжаобигарм, выводящих на дневную поверхность радоновый пар. Результаты 

режимных исследований на месторождении Ходжаобигарм, отражают снижение 

дебита и температуры пара в скважинах-шпурах № 8, 10, 21 и 22 (рис. 4, 5). 

Режимные замеры работы парозабора по скважинам-шпурам показали 

общую тенденцию к снижению дебита и температуры паровоздушной смеси: 

а) суммарного дебита с максимумом в январе 2013 г. – 43.21 л/с и минимумом в 

марте 2018 г. – 28.13 л/с (снижение на 35%);  

б) средней температуры с максимумом в январе 2013 г. – 88.25°С и минимумом 

в сентябре 2014 г. – 83.03°С (снижение на 5.9%). 

 

 
 

 

Рисунок 4. Вариации дебита пара скважин-шпуров парозабора. 
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Рисунок 5. Вариации температуры пара скважин-шпуров парозабора. 

 

Отрицательная динамика параметров режима работы парозабора 

месторождения Ходжаобигарм, особенно в части дебита, косвенно 

свидетельствует о деградации современного оледенения в условиях потепления 

хребтов Гиссаро-Алая и их склонов с абсолютными отметками расположения 

гляциальных образований 3000–4000 м. 

Прогноз повышения температуры воздуха к 2050 году на 2°С предупреждает 

о возможности раннего таяния снежников и ледников, которое может привести 

к изменениям в сезонности поступления воды и уменьшению запасов воды для 

нужд сельского хозяйства, выработки гидроэлектроэнергии, а также 

хозяйственно-питьевого потребления населением. 

Водные ресурсы, формирующиеся на территории Таджикистана, 

используются, одновременно с РТ и нижерасположенными по течению реки 

Амударья государствами Центральной Азии – Афганистаном, Узбекистаном и 

Туркменистаном. Поэтому актуальная межстрановая проблема деградации 

оледенения приобретает сегодня острый социально-политический характер, 

поскольку известно, что в основе всех конфликтов лежит дефицит используемых 

ресурсов, в нашем случае – водных запасов. 

Проблема отсутствия финансирования и технических ресурсов для 

определения миграции границ снежно-ледового покрова на территории 

Таджикистана предполагает в настоящее время использование космоснимков, 

которые помогут изучить динамику изменения площадей оледенения и выявить 

закономерности деградации ледников Таджикистана в условиях изменения 

климата. 
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Выводы 

 Отрицательная динамика параметров режима работы парозабора 

месторождения Ходжаобигарм косвенно свидетельствует о деградации 

современного оледенения в условиях потепления хребтов Гиссаро-Алая и их 

склонов с абсолютными отметками расположения гляциальных образований 

3000–4000 м. 

 Прогноз повышения температуры воздуха к 2050 году на 2°С предупреждает 

о возможности раннего таяния снежников и ледников, которое может 

привести к уменьшению запасов воды источников. 

 Деградации оледенения, связанная с дефицитом водных запасов, приобретает 

острый социально-политический характер. 

 Проблема отсутствия финансирования и технических ресурсов для 

определения миграции границ снежно-ледового покрова на территории 

Таджикистана предполагает использование космоснимков для изучения 

динамики изменения площадей оледенения и выявления закономерности 

деградации ледников Таджикистана в условиях изменения климата. 
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ТАЪСИРИ ТАЃЙИРИ ИЌЛИМ БА РЕЖИМИ КОРИИ БУЃИ РАДОНИ КОНИ 

ОБИ ТЕРМАЛИИ ХОЉАОБИГАРМ 

 

Розиќов Б.Х. 

Донишгоњи байналмилалии сайёњї ва соњибкории Тољикистон 

 

Аннотатсия. Гармшавии глобалї захираи ях дар кӯњистони Тољикистонро коњиш медињад. 

Дар Тољикистони Марказї, дар кӯњњои Њисору-Олой дар баландии аз 3000 то 4000 м 

протсесси таназзули пиряхњои хурд ба амал меояд. Мушоњидањои тўлонии режими 

гидрогеологии кони оби термалии Хољаобигарм, ки дар ин кӯњњо воќеъ аст, паст шудани 

суръат ва њарорати буѓи радони конро нишон дода, бавосита таназзули пиряхшавии 

муосирро дар шароити гармшавї нишон дод. Барои омӯзиши динамикаи таѓирёбии 

минтаќањои пиряхњои кӯњї дар Тољикистон мониторинги рӯизаминї ва аксњои моњворавї 

гузаронидан лозим аст. 

Калидвожањо: буѓи радон, чоњњои буѓ, кони оби термалї, Хољаобигарм, таназзули 

пиряхшавї, тагйири иќлим, мушоњидањои режимї. 

 

IMPACT OF CLIMATE CHANGE ON OPERATING MODE OF RADON STEAM OF 

KHOJAOBIGARM THERMAL WATER DEPOSIT 

 

Razykov B.H. 

International University of Tourism and Entrepreneurship of Tajikistan 

 

Annotation. Global warming is reducing ice reserves in the mountains of Tajikistan. In Central 

Tajikistan, in the Gissaro-Alaya mountains at altitudes from 3000 to 4000 m, the process of 

degradation of small glaciers occurs. Long-term hydrogeological regime observations of the 

Khojaobigarm thermal water deposit located in these mountains showed a decrease in the 

production rate and temperature of the radon vapor of the deposit indirectly indicating the 

degradation of modern glaciation under warming conditions. It is necessary to conduct ground 

monitoring and space photography to study the dynamics of changes in the areas of mountain 

glaciation in Tajikistan. 

Keywords: radon steam, steam intake boreholes, thermal water deposit, Khojaobigarm, glaciation 

degradation, climate change, monitoring observations. 
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УДК 624.131 

ОЦЕНКА ПОРАЖЕННОСТИ ПРИЛЕГАЮЩЕЙ ТЕРРИТОРИИ 

УЧАСТКОВ АВТОМОБИЛЬНОЙ ДОРОГИ «СЕЛО ДЕХМОЙ-

РАЗВИЛКА ХУДЖАНД КАНИБАДАМ» (СОГДИЙСКАЯ ОБЛАСТЬ) 

ГРАВИТАЦИОННЫМИ ПРОЦЕССАМИ 

 

Саидов М.С.1, Магдиев М.М.2, Шарипова Ш.А.3, Салихов Ф.С.2 

Таджикский национальный университет1 

Филиал Московского государственного университета имени 

М.В. Ломоносова в городе Душанбе2 

Главное управление геологии при Правительстве Республики 

Таджикистан3 

 
Аннотация. Проведена оценка сложности инженерно-геологических условий села Дехмой. 

Выполнен расчёт пораженности прилегающей территории участков автомобильной дороги 

«Худжанд-Канибадам” гравитационными процессами.  

Ключевые слова: инженерно-геологические условия, пораженность, коэффициент 

пораженности, коэффициент расчлененности. 

     

Актуальность расчёта пораженности обуславливается развитием экономики 

Таджикистана, тесно связанной со строительством и реконструкцией 

транспортной сети, особенно автомобильных дорог, которые находятся в горной 

высотной зоне Северного Таджикистана, характеризующейся сложными 

инженерно-геологическими условиями, например, трасса Худжанд-Канибадам 

участок развилки Дехмой. Трасса автодороги расположена в Согдийской 

области. Начало трассы - посёлок Дехмой, конец трассы - развилка Худжанд-

Канибадам, протяженность трассы 22 км (рис. 1). Капитальное покрытие – 

асфальтобетонное, основание - гравийно-песчаная смесь.  

Краткая оценка сложности инженерно-геологических условий. 

Площадка автодороги находится в пределах нескольких геоморфологических 

элементов разного генезиса - делювиально-осыпные отложения, осыпные 

отложения. Поверхность сильно расчлененная. На описываемой территории 

встречаются более четырех различных по литологии слоев в основном 

метаморфизованные в той или иной степени горные породы. Мощность слоев 

резко изменчива. Залегание слоев моноклинальное и линзовидное. Отмечается 

значительная степень неоднородности по показателям свойств грунтов, 

изменяющихся в плане и по глубине. Горные породы представлены различными 

грунтами, как скальными и полускальными, так и рыхлыми четвертичными 

образованиями. 
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Рисунок 1. Схематическая карта автомобильной дороги Дехмой - развилка Худжанд 

Канибадам масштаб 1:30000 

 

Среди коренных пород, в основном, распространены метаморфизованные (в 

различной степени) и интрузивные образования, представленные 

кристаллическими сланцами, гранитоидами, песчаниками, известняками, 

имеющими сильнорасчлененную кровлю и перекрытые нескальными грунтами. 

Имеются разломы разного порядка. Также выделяются четыре водоносных 

горизонта с водами различного химического состава. На описываемой 

территории широко распространены специфические геологические и 

инженерно-геологические процессы, такие как дефляция, выветривание, 

засоление, заболачивание, такырообразование, эрозия, суффозионные процессы, 

просадка. Эти процессы оказывают решающее влияние на выбор проектных 

решений, строительство и эксплуатацию данной автодороги. Широко развиты 

просадочные и засоленные грунты, также влияющие на строительство и 

эксплуатацию автодороги. Не оказывают существенного влияния на выбор 

проектных решений и проведение инженерно- геологических изысканий. Таким 

образом, изучаемая территория относится к III категории сложности инженерно-

геологических условий по СП 47-13330-2016.  

Расчёт пораженности. В качестве показателя пораженности территории и 

интенсивности развития процессов используется коэффициент расчлененности 
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и пораженности территории (отношение длины / к площади, пораженной 

процессом, к площади изучаемой территории) [1].  

Кр =
𝑙д

𝑆общ
;   Кп =

𝑆п

𝑆общ
 

Исходя из дешифрированной схематической карты (рис. 2) можно оценить 

проявление гравитационных процессов.  

 

                        
 

Рисунок 2. Схематическая карта гравитационных процессов прилегающей территории 

участков автомобильной дороги "село Дехмой - развилка Худжанд-Канибадам» (Согдийская 

область). Масштаб 1:30000  

  

На изучаемой территории в основном развиты склоновые процессы, что ясно 

видно на карте. Эти процессы связаны с четвертичными отложениями на 

поверхности склонов, представленные глинами, алевролитами и прослоями 

гипса. Указанные породы, слагающие поверхности склонов, не устойчивы к 
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выветриванию, что и приводит к склоновым процессам. Результаты расчёта 

пораженности приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1. Оценка пораженности гравитационными процессами прилегающей 

территории участков автомобильной дороги "село Дехмой -развилка Худжанд - 

Канибадам» (Согдийская область). 

территория площадь 

поражения 

гравитационными 

процессами, 

 км2 

длина 

поражения 

гравитационным 

процессом, 

 км 

площадь 

территории, 

км2 

коэффициент 

пораженности, 

Кп 

коэффициент 

расчлененности, 

Кр (1/км) 

Худжанд 0.32 0.103 16 0.02 0.006 

Канибадам 0.67 0.174 23 0.03 0.0075 

Всего на 

территории 

0.99 0.277 39 0.025 0.0071 

 

Таким образом, коэффициент поражённости рассматриваемого участка 

автодороги гравитационными процессами на территории Худжанда составляет 

0.02 (в долях единицы), а коэффициент расчленения 0.006 (1/км). На территории 

Канибадама коэффициент пораженности гравитационными процессами участка 

автодороги составляет 0.03, а коэффициент расчленения 0.0075. Сравнение этих 

показателей позволяет утверждать, что коэффициент пораженности и 

расчлененности участка автодороги на территории Канибадама почти в два раза 

выше, чем на территории Худжанда, т.е. гравитационные процессы больше всего 

развиты в той части автодороги, которая находится на территории Канибадама. 

Суммарный коэффициент пораженности и расчлененности на всей 

исследуемой территории строительства автодороги «село Дехмой - развилка 

Худжанд-Канибадам» (Согдийская область) равен 0.025 и 0.0071, 

соответственно. 
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БАЊОДИЊИИ ТАЪСИРИ РАВАНДЊОИ ГРАВИТАТСИОНЇ БА ЊУДУДИ 

ЊАМШАФАТИ ЌИТЪАЊОИ РОЊИ  "ДЕЊАИ ДЕЊМОЙ - ДУШОХАИ ХУЉАНД-

КОНИБОДОМ" (ВИЛОЯТИ СУҒД)  

 

Саидов М.С.1, Маѓдиев М.М.2, Шарифова Ш.А.3, Салихов Ф.С.2 

Донишгоњи миллии Тољикистон1 

Филиали Донишгоњи давлатии Москва ба номи М.В. Ломоносов дар шањри Душанбе2 

Саридораи геологияи тољик дар назди Њукумати Љумњурии Тољикистон3 

 

Аннотатсия. Бањои шароити мураккаби инженерию геологии дењаи Дехмой гузаронида 

шуд. Њисоб кардани зарар ба њудуди њамшафати ќитъањои роњи автомобилгарди Хуљанд-

Конибодом аз равандњои гравитатсионї гузаронида шуд.  

Калидвожањо: шароити муњандисию геологї, сироятшавї, коэффисиенти сироятшавї, 

коэффисиенти таќсимшавї. 

 

AFFECTION ASSESSMENT OF THE ROAD SECTIONS ADJACENT TERRITORY OF 

"VILLAGE DEKHMOY- KHUJAND KANIBADAM" (SUGHD REGION) BY 

GRAVITATIONAL PROCESSES 

 

Saidov M.S.1, Magdiev M.M.2, Sharipova Sh.A.3, Salikhov F.S.2 

Tajik National University1 

Lomonosov Moscow State University in Dushanbe2 

Main Department of Geology of the Republic of Tajikistan3 

 

Annotation. A brief assessment of the complexity of the engineering and geological conditions of the 

village of Dekhmoy was carried out and a calculation was made of the impact of gravity processes 

on the adjacent territory of sections of the highway. 

Keywords: engineering-geological conditions, infestation, infestation coefficient, dissection 

coefficient. 
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В научном журнале «Вестник Филиала Московского государственного 

университета имени М.В. Ломоносова в городе Душанбе» печатаются статьи, 

содержащие результаты научных исследований по естественным, гуманитарным 

и экономическим наукам. Направляя статью в редколлегию, автору необходимо 

соблюдать следующие правила: размер статьи не должен превышать 10 страниц 

компьютерного текста, включая текст, таблицы, библиографию, рисунки и 

тексты аннотаций на таджикском, русском и английском языках; статья должна 

быть подготовлена в системе Microsoft Word, при этом одновременно с 

распечаткой статьи в 2-х экземплярах сдаются также соответствующие файлы 

(для каждой статьи на отдельном диске); рукопись должна быть отпечатана на 

компьютере (шрифт Times New Roman 14, формат А4, интервал 1.15, поля: 

верхнее – 2.0 см, нижнее – 2.0 см, левое – 2.0 см, правое – 2.0 см). Все листы 

статьи должны быть пронумерованы; текст статьи должен быть изложен кратко, 

тщательно отредактирован и подписан всеми авторами с указанием их фамилий, 

имен и отчеств с номерами телефонов; каждый экземпляр должен содержать 

текст статьи, список литературы; название статьи, название вуза (организации), 

аннотация и ключевые слова представляются на русском, таджикском и 

английском языках; после заголовка статьи приводится название учреждения (-

ий), в котором (-ых) выполнена данная работа; в верхнем правом углу первой 

страницы рукописи указывается раздел науки, которому соответствует статья, 

строкой ниже в левом углу страницы указывается индекс статьи по 

универсальной десятичной классификации (УДК). Ниже приводится название 

статьи, затем указывается название организации, в центре следующей строки – 

инициалы и фамилия автора (-ов); ниже – краткая аннотация (на языке, на 

котором написана статья) с указанием конкретных результатов работы и 

вытекающих из них выводов, а также ключевые слова, наиболее полно 

отражающие область исследования и полученные в работе результаты (до 10-12 

слов) через тире и адрес для корреспонденции (почтовый и электронный). Далее 

через строку следует основной текст. Сразу после текста статьи приводится 

список литературы (не более 10 названий) под заголовком «Литература» в 

порядке упоминания, ссылки на цитируемую литературу по тексту даются в 

квадратных скобках, например [1]. 

Список литературы оформляется следующим образом: для книг – фамилия и 

инициалы автора (-ов), полное название книги, место издания, издательство, год 

издания, том или выпуск, общее количество страниц. Для периодических 

изданий – фамилия и инициалы автора (-ов), название статьи, год издания, том, 

номер, первая и последняя страницы статьи.  
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В целом, оформление статьи должно соответствовать предъявляемым 

установленным нормам:  

- формулы и символы должны быть напечатаны на компьютере в одном стиле;  

- написание математических формул в виде рисунков не допускается;  

- следует избегать громоздких обозначений;  

- занумерованные формулы пишутся с красной строки, номер формулы в 

круглых скобках ставится у правого края;  

- нумеруются лишь те формулы, на которые имеются ссылки; 

- сокращения должны быть расшифрованы, за исключением общепринятых;  

- в десятичных дробях после целой части числа ставится точка;  

- при упоминании в тексте иностранных фамилий в скобках необходимо 

давать их оригинальное написание; 

- первое упоминание в статье названия вида животного или растения 

приводится по-русски и по латыни; 

- в тексте необходимо дать ссылки на все приводимые таблицы, рисунки и 

фотографии; 

- научные статьи, представленные в редакцию журнала, должны иметь 

направление учреждения, в котором выполнялась данная работа, и 

экспертное заключение о возможности опубликования; 

- при выполнении работы в нескольких учреждениях представляются 

направления из каждого учреждения; 

- к статье должна быть приложена заверенная рецензия специалиста. 

Редколлегия оставляет за собой право производить сокращения и 

редакционные изменения статьи. Статьи, не отвечающие настоящим 

правилам, редколлегией не принимаются.   

 

 

 

  



119 
 

ПОРЯДОК РЕЦЕНЗИРОВАНИЯ НАУЧНЫХ СТАТЕЙ, 

ПРЕДСТАВЛЯЕМЫХ В ЖУРНАЛ «ВЕСТНИК ФИЛИАЛА 

МОСКОВСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА ИМЕНИ 

М.В. ЛОМОНОСОВА В ГОРОДЕ ДУШАНБЕ»  

 

Статьи, поступающие в редакцию, проходят предварительную экспертизу 

(проводится членами редколлегии – специалистами по соответствующей 

отрасли науки) и принимаются в установленном порядке. Требования к 

оформлению оригинала статей приводятся в каждом номере журнала. 

Все присланные в редакцию статьи должны быть оригинальными 

материалами. При упоминании работ других авторов необходимо соблюдать 

точность при цитировании и указании источника. Редакция не принимает статьи, 

готовящиеся к публикации или уже опубликованные в других изданиях. 

Если рукопись принята, то редакция сообщает автору замечания по 

содержанию и оформлению статьи, которые необходимо устранить до передачи 

текста на рецензирование. 

Затем статьи рецензируются в обязательном порядке членами редколлегии 

журнала или экспертами соответствующей специальности (кандидатами и 

докторами наук). 

Рецензия должна содержать обоснованное перечисление качеств статьи, в 

том числе научную новизну проблемы, её актуальность, фактологическую и 

историческую ценность, точность цитирования, стиль изложения, использование 

современных источников, а также мотивированное перечисление её недостатков. 

В заключении дается общая оценка статьи и рекомендации для редколлегии – 

опубликовать статью, опубликовать её после доработки, направить на 

дополнительную рецензию специалисту по определенной тематике или 

отклонить. Объем рецензии - не менее одной страницы текста. Статья, принятая 

к публикации, но нуждающаяся в доработке, направляется авторам с 

замечаниями рецензента и редактора. Авторы должны внести все необходимые 

исправления в окончательный вариант рукописи и вернуть в редакцию 

исправленный текст, а также его идентичный электронный вариант вместе с 

первоначальным вариантом рукописи. После доработки статья повторно 

рецензируется, и редколлегия принимает решение о ее публикации. Статья 

считается принятой к публикации при наличии положительной рецензии и если 

её поддержали члены редколлегии.  

Порядок и очередность публикации статьи определяется в зависимости от 

даты поступления её окончательного варианта. Рецензирование рукописи 

осуществляется конфиденциально. Разглашение конфиденциальных деталей 

рецензирования рукописи нарушает права автора. Рецензентам не разрешается 
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снимать копии статей для своих нужд. Рецензенты, а также члены редколлегии 

не имеют права использовать в собственных интересах информацию, 

содержащуюся в рукописи, до её опубликования. 
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