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УДК:517.95

ТРОЯКОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ
ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

Абдулвохиди О., Курбонзода С.С., Махмадиев А.

Бохтарский государственный университет имени Н. Хусрава
(г. Бохтар, Таджикистан)
E- mail: vohid161090@mail.ru

Аннотация. В работе для одной псевдопараболической системы второго
порядка найдено троякопериодические решение уравнения с помощью метода
теории двоякопериодических обобщенных аналитических функций.

Ключевые слова: троякопериодические решение, аналитических функ-
ций, двоякопериодические решения, эллиптические функций..

TRI-PERIODIC SOLUTIONS OF A LINEAR
PSEUDO-PARABOLIC SYSTEM OF SECOND-ORDER

EQUATIONS

Abdulvohidi O., Kurbonzoda S.S., Mahmadiev A.

Bokhtar State University named after Nasir Khusraw
(Bokhtar, Tajikistan)

Annotation. In this work, for one pseudoparabolic system of the second order,
a triple-periodic solution of the equation was found using the methods of the theory
of doubly periodic generalized analytic functions.

Keywords: triple-periodic solutions, analytic functions, doubly periodic solutions,
elliptic functions.

В пространстве R3 = C×R, C -комплексная, R− вещественная плоскость,
рассмотрим линейную систему уравнений в частных производных второго по-
рядка в комплексном виде

wtz + a2wzz = f(z, t), (1)

где коэффициент a− комплексное постоянное, f(z, t) заданная троякопе-
риодическая функция с периодами (h1, T ), (h2, T ) и принадлежащая клас-
су Ha

∗ , H
a
∗ = Ha(Ω)-класс непрерывных по Гельдеру функций в Ω, α ∈

(0, 1), w(z, t) = u(x, y, t) + i(x, y, t) искомая функция,

2∂z = ∂x + i∂y
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дифференциальный оператор Коши-Римана, 4wzz = ∆w− оператор Лапласа.
Задаче нахождения троякопериодических решений для некоторых линей-

ных и нелинейных уравнений с постоянными и переменными коэффициентами
посвящены работы [1-11].

Для уравнения (1) рассмотрим задачу существования и нахождения двоя-
копериодических решений по z с основными периодами h1, h2, Im(h2/h1) 6= 0
и T - периодических по t, T > 0 , то есть, удовлетворяющие условиям

w(z + hj, t) = w(z, t), j = 1, 2,

w(z, t+ T ) = w(z, t), T > 0, ∀(z, t) ∈ C ×R. (2)

Обозначим через C2
∗ класс троякопериодических функций с основными

периодами (h1, T ), (h2, T ), Im(h2/h1) 6= 0, T > 0 и принадлежащих классу
C2(Ω)∩C ′(Ω) , где Ω- основной параллелепипед периодов Ω = Ω0× [0, T ],Ω0−
параллелограмм с вершинами z0, z0 + h1, z0 + h2, z0 + h2 + h1−содержащий
начало координат, z0− произвольная точка плоскости C.

Из правой части уравнения (1) относительно функции f(z, t) требуем, что-
бы f(z, t) = f(z)eiγ, Imγ > 0, где f(z)− двоякопериодическая функция с
основными периодами h1, h2 и принадлежащая классу Hα(Ω), α ∈ (0, 1) . Бу-
дем искать решение уравнения (1) в виде

w(z, t) = ϕ(z, t)eiγt, (3)

и уравнение (1) запишется в другом виде

ϕzz − bϕz = −f(z), (4)

где b = iγ/a2 .
При каждом фиксированном z, уравнение (4)– это дифференциальное урав-

нение второго порядка в комплексном виде, для которого нужно найти двоя-
копериодическое решение. При обозначении

ϕz = ψ(z), (5)

уравнение (4) приводится к уравнению

ψz − bψ = −f(z). (6)

Обозначим через Γ1− решётку вида Γ1 = π
|Ω|{m1h1 + m2h2,m1,m2 −

целые числа} и |Ω| = mesΩ = |h1|2Im(h2/h1),Ω− основной параллелограмм
решëтки Γ .

Имеют место два случая b ∈ Γ1 или b ∈ Γ1 .
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В случае b ∈ Γ1 проблема рассматривалась в работе [9], теперь рассмотрим
случай b ∈ Γ1 . Пусть теперь b ∈̄ Γ1 , тогда неоднородное уравнение имеет одно
единственное решение вида

ψ0(z) = −ebz−d2zT̄σ(f(z)e−bz̄+d2z) =

= ebz̄+d2z
1

π

∫∫
Ω

f(t)e−bt+d2t
σ(t− z −∆)

σ(−∆)σ(t− z)
dt̄Ω, (7)

где постоянные d2 и ∆ определяются из системы уравнений{
−d2h1 + η̄1∆̄ = bh̄1,
−d2h2 + η̄2∆̄ = bh̄2.

(8)

Эта система уравнений в силу соотношения Лежандра

h̄1η̄2 − h̄2η̄1 = 2πi,

имеет единственное решение вида

d2 = − a

2iΩ0
(h1η̄2 − h21η̄1), ∆̄ = −aΩ0

π
.

Подставляя значение ψ(z) из (7) в (5), получим решение уравнения (1) при
b ∈̄ Γ1 .

Итак, имеет место следующая
Теорема. Пусть b ∈̄ Γ1 , тогда для разрешимости уравнения (1) в классе

регулярных троякопериодических функций, необходимо и достаточно, что-
бы выполнялось условие ∫∫

Ω

f(t)e−bz+dzΩ = 0. (9)

При этом все решения уравнения (1) представимы в виде

w(z, t) = c1e
iγt − T̄ζ(ebz−d2z+iγtTσ(fe−bz̄+d2z)) (10)

где c1,− произвольные постоянные,и Tσρ

Tσρ = −1

π

∫∫
Ω

ρ(z)
σ(t− z −∆)

σ(−∆)σ(t− z)
dtΩ.

где σ(z)−сигма функция Вейерштрасса, построенная на периодах h1, h2,

σ′(z)

σ(z)
= ζ(z).
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Из доказательства теоремы следует, что при b ∈̄ Γ1 , решение дается через
одну константу.
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УДК 511.344

ЧИСЛО ЦЕЛЫХ ТОЧЕК В ОБЛАСТИ ОГРАНИЧЕННОЙ
ПЕТЛЕЙ ДЕКАРТОВА ЛИСТА

Азамов А.З., Очилов О.М.

Таджикский национальный университет
(г. Душанбе, Таджикистан)

E-mail: asliddinkhonazamov@mail.ru

Аннотация. Доказано, что если N — натуральное число, то для
T (N) — числа целых точек в области, ограниченной петлей декартова ли-
ста x3 + y3 − 3Nxy = 0, x > 0, y > 0 справедлива формула

T (N) =
3

2
N 2 + ∆(N), ∆(N) = −2R1(N) + 2R2(N) + c,

где c — абсолютная постоянная, причем −4,1 ≤ c ≤ 3,025, а суммы R1(N)
и R2(N) определяются соответственно соотношениями

R1(N) =
∑

0<x≤ 3N
2

ρ
(
y(x)

)
, R2(N) =

∑
3(
√
5−1)N
4 <x≤ 3N

2

ρ
(
y(x)

)
,

Здесь функция y = y(x) в некоторой окрестности каждой точки (x, y) пет-
ли декартова листа локально представляется в виде графика функции. При
этом в сумме R1(N) точка (x, y) движется вдоль петли против часовой
стрелки, а в сумме R2(N) — по часовой стрелке. Полученная в результате
данной формулы оценка остаточного члена содержит более точную абсо-
лютную постоянную, чем та, которая следует из классической теоремы
Ярника о числе целых точек в жордановой области со спрямляемой грани-
цей.

Ключевые слова: целые точки, петля декартова листа, неявная функ-
ция, остаточный член.
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NUMBER OF LATTICE POINTS IN THE DOMAIN BOUNDED
BY THE LOOP OF THE DESCARTES FOLIUM

Azamov A.Z., Ochilov F.M

Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation. It is proved that if N is a natural number, then for T (N) –
the number of integer points in the domain bounded by the loop of the folium of
Descartes x3 + y3 − 3Nxy = 0, x > 0, y > 0, the following formula holds:

T (N) =
3

2
N 2 + ∆(N), ∆(N) = −2R1(N) + 2R2(N) + c,

where c is an absolute constant satisfying −4.1 ≤ c ≤ 3.025, and the sums R1(N)
and R2(N) are defined respectively by the relations

R1(N) =
∑

0<x≤ 3N
2

ρ
(
y(x)

)
, R2(N) =

∑
3(
√
5−1)N
4 <x≤ 3N

2

ρ
(
y(x)

)
,

Here the function y = y(x) in some neighbourhood of each point (x, y) of
the loop of the folium of Descartes is locally represented as the graph of a
function. Moreover, in the sum R1(N) the point (x, y) moves along the loop
counterclockwise, while in the sum R2(N) it moves clockwise. The estimate of
the remainder term obtained as a result of this formula contains a more precise
absolute constant than that which follows from the classical Jarnik theorem on the
number of integer points in a Jordan domain with a rectifiable boundary.

Keywords: lattice points, Jordan domain, Jarniks theorem, error term.

Определение. Лист Декарта (или декартов лист; от лат. folium
Cartesii) – плоская алгебраическая кривая третьего порядка, задаваемая в
декартовых прямоугольных координатах уравнением

x3 + y3 − 3Nxy = 0, (1)

где N > 0 — положительное вещественное число, определяющее масштаб
кривой.

Кривая была впервые рассмотрена Р. Декартом в 1638 году [1]. Однако в
предложенной им форме x3 + y3 − 3Nxy = 0 уравнение не описывало петлю
в правом верхнем квадранте. Декарт считал форму кривой симметричной от-
носительно биссектрисы первого координатного угла, но не изучал ее петлю
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и асимптоту. Иными словами, Р. Декарт рассматривал только ветвь кривой в
первом координатном квадранте, где x и y принимают положительные зна-
чения. Он полагал, что эта ветвь симметрично повторяется во всех четырех
координатных четвертях, образуя фигуру, состоящую из четырех лепестков. В
то время данная кривая называлась цветком жасмина (англ. jasmine flower,
фр. fleur de jasmin).

Позднее, в 1692 году, Х. Гюйгенс и Я. Бернулли [2,3] установили правиль-
ную геометрическую форму кривой, учтя наличие как петли, так и асимптоты.
Именно Х. Гюйгенс впервые вычислил площадь петли и представил декартов
лист в его современном виде.

Название «лист» (лат. folium) закрепилось в начале XVIII века. Впервые
оно было употреблено Ж. Ф. де Монфором в работе 1709 года, где данная
кривая рассматривалась в рамках аналитико-геометрических задач [4].

Петля декартова листа, расположенная в первом координатном квадранте
и задаваемая алгебраическим уравнением

x3 + y3 − 3Nxy = 0, x > 0, y > 0, (2)

представляет собой гладкую замкнутую кривую. Она является непрерывно
дифференцируемой, а следовательно, спрямляемой, а также ограничивает об-
ласть конечной площади. Следовательно, она образует жорданову область.

В работе [5], используя геометрические свойства петли декартова листа и
применяя теорему Ярника [6] о числе целых точек в жордановой области со
спрямляемой границей, для T (N) — числа целых точек в области, ограничен-
ной петлей декартова листа, доказана асимптотическая формула

T (N) =
3

2
N 2 + θN, 2

13
6 ≤ θ ≤ 2

8
3 , (3)

которая по своей структуре соответствует классическим асимптотическим
формулам в проблеме круга Гаусса и проблеме делителей Дирихле [7-11].

Основным результатом этой работы является теорема 1 о выводе точной
формулы для числа целых точек в области, ограниченной петлей декартова
листа.

Теорема 1. Пусть N — натуральное число, тогда для T (N) — количества
целых точек в области, ограниченной петлей декартова листа

x3 + y3 − 3Nxy = 0, x > 0, y > 0,

справедлива формула

T (N) =
3

2
N 2 + ∆(N), ∆(N) = −2R1(N) + 2R2(N) + c,
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где c — абсолютная постоянная, причем −4,1 ≤ c ≤ 3,025 , а суммы R1(N) и
R2(N) определяются соответственно соотношениями

R1(N) =
∑

0<x≤ 3N
2

ρ
(
y(x)

)
,

R2(N) =
∑

3(
√
5−1)N
4 <x≤ 3N

2

ρ
(
y(x)

)
,

где функция y = y(x) в некоторой окрестности каждой точки (x, y) петли
декартова листа локально представляет собой график функции, при этом
в сумме R1(N) точка (x, y) движется против часовой стрелки, а в сумме
R2(N) — по часовой стрелке.

Оценивая в остаточном члене ∆(N) суммы R1(N) и R2(N) тривиально
числом слагаемых получим:

Следствие 1. Пусть N — натуральное число, тогда для T (N) — количество
целых точек в области, ограниченной петлей листа Декарта x3+y3−3Nxy = 0 ,
x > 0 , y > 0 , справедлива следующая формула:

T (N) =
3

2
N 2 + ∆(N), |∆(N)| < 3(5−

√
5)N

8
+ c,

где c — абсолютная постоянная и −4, 1 ≤ c ≤ 3, 025 .
Полученная в следствии 1 постоянная

3(5−
√

5)

8
≈ 1.036

в остаточном члене более точная чем постоянная θ в остаточном члене асимп-
тотической формулы (3) работы [5], удовлетворяющая неравенству

2
13
6 ≤ θ ≤ 2

8
3 , 213/6 ≈ 4.4898481932.

Теорема 1 будет использована для сведения оценки остаточного члена в
асимптотической формуле для числа целых точек в области, ограниченной
петлей декартова листа, к оценке специальных тригонометрических сумм [12-
14].

Лемма 1. Пусть f(x) является непрерывной и неотрицательной на отрезке
[a, b] , тогда количество целых точек в области a < x ≤ b , 0 < y ≤ f(x) , равно
следующей сумме: ∑

a<x≤b

[f(x)] .
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Доказательство см. [15], стр. 31, задача 1.
Лемма 2. (Формула суммирования Эйлера-Маклорена.) Пусть f(x) дважды

дифференцируема на отрезке [a, b] , и функции ρ(x) и σ(x) определяются сле-
дующим образом:

ρ(x) =
1

2
− {x}, σ(x) =

x∫
0

ρ(u)du

тогда ∑
a<x≤b

f(x) =

b∫
a

f(x)dx+ ρ(b)f(b)− ρ(a)f(a)−

−σ(b)f
′
(b) + σ(a)f

′
(a) +

b∫
a

σ(x)f
′′
(x)dx.

Доказательство см. [16], стр. 10.
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ВЫЧИСЛЕНИЯ В КВАНТОВОЙ КОМБИНАТОРИКЕ

Айдагулов Р.Р., Главацкий С.Т.

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова
(г. Москва, РФ)

rustem.aidagulov@math.msu.ru

Аннотация. Термин ”квантовая комбинаторика” использовался для опи-
сания биномиальных коэффициентов, появляющихся при возведении в сте-
пень суммы двух некоммутирующих переменных [1]. В работе подробно опи-
сан ряд результатов в этой области.

Ключевые слова: квантовая комбинаторика, бигрупповая алгебра, цвет-
ная алгебра, образующие Дарбу, образующие Клиффорда
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COMPUTATIONS IN QUANTUM COMBINATORICS

Aidagulov R.R, Glavatsky S.T.

Lomonosov Moscow State University
(Moscow, RF)

Annotation. The term ”quantum combinatorics” was used to describe the
binomial coefficients that appear when the sum of two non-commuting variables
is exponentiated [1]. The paper describes in detail a number of results in this area.

Keywords: quantum combinatorics, bi-group algebra, color algebra, Darboux
generators, Clifford generators.

1. Бигрупповые алгебры
В квантовой физике физические величины являются эрмитовыми опера-

торами. Они, как правило, не коммутируют между собой. В конечномерном
случае операторы представляются матрицами. В алгебре матриц порядка n
можно выбрать базис xiyj , где

x =



1 0 0 . . . . . . . . .
0 θ 0 . . . . . . . . .
0 0 θ2 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 0 θi−1 0 . . .
. . . . . . 0 0 θi . . .
. . . . . . . . . . . . . . . θn−1


, y =



0 0 0 . . . . . . . . . 0 1
1 0 0 . . . . . . . . . . . .
0 1 0 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 0 0 . . .
. . . . . . . . . 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0


.

Здесь θ - примитивный корень степени n от 1. Тогда имеет место равенство

(ax+ by)n = (an + bn)E (xn = E = yn) (1)

Это доказано в работе [2] и называется теоремой Поттера.
Мы докажем обобщение этой теоремы. Пусть задана коммутативная группа

G и группа еҷ характеров G′ . Через K[G] обозначим групповую алгебру, где
K− коммутативное кольцо или поле. Алгебра K[G] коммутативна, элемен-
ты алгебры f можно рассматривать как функции на группе G или векторы
в линейном пространстве, или даже как операторы, действующие на другие
функции как свертка

f : φ(g)→
∫
f(ξ)φ(g − ξ)dxi.
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В частности, элементы группы G действуют на функции как операторs сдвига
g0φ(g) = φ(g−g0) , а характеры Ψ : φ(g)→ Ψ(g)φ(g) – как умножение на вол-
новую (фазовую) функцию. Бигрупповая алгебра коммутативной группы G
определяется как расширение групповой алгебры K(G) , включая также все
характеры группы µ ∈ G′ . В случае бесконечных групп необходимы более кор-
ректные опеределения, учитывающие сходимость и интегрируемость по мере
Хаара.Это разобрано в [3]. Группа сдвигов состоит из операторов exp(h ∂

∂q) ,
а группе характеров соответствуют умножения exp(iωq) . Таким образом, эти
операторы квазикоммутируют по формуле:

exp(h
∂

∂q
)exp(iωq) = exp(ihω)exp(iωq)exp(h

∂

∂q
). (2)

Ю.И. Манин в своих лекциях называл это математическим выражением со-
отношения неопределенности Гейзенберга в квантовой механике.

В дальнейшем мы рассмотрим только конечномерный случай. Пусть G ко-
нечная абелева группа. Она представляется как прямая сумма циклических:

G = Zn1 ⊕ Zn2 ⊕ ...⊕ Znk, ni ≥ 2.

Такой же вид имеет группа характеров. Выберем образующие yi циклических
подгрупп порядков ni из группы G , а из группы характеров – элементы xi
так, что xi(yi) = θi – примитивный корень из 1 степени ni , а xi(yj) = 1, i 6= j .
Нормируем переменные так, чтобы xnii = 1 = ynii (хотя иногда бывает удобнее
нормировка со значением −1). Заданием перестановочных соотношений типа
(2):

xiyj = xi(yj)yjxi, xixj = xjxi, yiyj = yjyi

получим задание конечномерной бигрупповой алгебры через образующие Дар-
бу. Исторически первые бигрупповые алгебры появились как Клиффордовы
алгебры с заданием Клиффордовых образующих. Под Клиффордовыми об-
разующими понимаем некоммутирующие переменные zi , удовлетворяющие
квазикоммутационным соотношениям:

zizj = ωizjzi, i < j. (3)

Например, из образующих Дарбу xi, yi бигрупповой алгебры группы G =
Zn1 ⊕ ...⊕ Znk , где n1|n2|...|nk можно построить образующие Клиффорда:

z1 = x1, z2 = y1, z3 = x1y1x2, ..., z2k−1 = (
∏
i<k

xiyi)xk, z2k = (
∏
i<k

xiyi)yk.
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При ni > 2 ωi 6= ω−1
i . Поэтому в соотношении (3) стоит ограничение i < j .

Мы выбрали образующие Клиффорда так, что ω2i−1 = θi, ω2i = θ−1
i . Алгеб-

ры Клиффорда определяются и с нечетным числом образующих. Однако это
не вносит ничего нового в бигрупповую алгебру, расширяя только кольцо K
добавлением элемента, являющего корнем из 1, и его степеней. В обычной ал-
гебре Клиффорда в K добавляется новый элемент (коммутирующий со всеми
элементами), квадрат которого равен 1. Более подробно о бигрупповых алгеб-
рах можно узнать в [4, 5, 6].

2. Квантовая комбинаторика
Рассмотрим задачу вычисления коэффициентов

(z1 + z2 + ...+ zm)n =
∑

k1+k2+...+km=n

B(k1, k2, ..., km)zk11 z
k2
2 ...z

km
m (4)

при условии, что переменные zi удовлетворяют следующим квазикоммутаци-
онным соотношениям:

zizj = ωi,jzjzi,

где элементы ωi,j являются примитивными корнями степени n из 1. Рангом
коэффициента B(k1, k2, ..., km) называется число ненулевых степеней ki . В [1,
2] приводится доказательство теоремы, называемой теоремой Поттера, что при
m = 2 все биномиальные коэффициенты ранга 2 равны нулю.

В [1] для доказательства теоремы вводятся квантовые натуральные числа

mω = 1 + ω + ...+ ωm−1, nω = 1 + ω + ...+ ωn−1 = 0. (5)

и квантовые факториалы и биномиальные коэффициенты

mω! = mω(m− 1)ω...1, Bm
k (ω) =

(
m

k

)
ω

=
mω!

kω!(m− k)ω!
= Bm

m−k(ω). (6)

Они удовлетворяют следующим легко доказуемым свойствам.

Лемма 1. Коэффициенты Bm
k (ω) удовлетворяют условиям:

(1) Bm
0 = 1 = Bm

m ,

(2) Bm
k (ω) = Bm−1

k (ω)ωk +Bm−1
k−1 (ω),

(3) Bn−m
k (ω) = (−1)kω−k(k+1)/2Bm+k−1

k (ω−1).
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Заметим, что квантовые числа, факториалы и биномиальные коэффици-
енты определены при любых значениях ω и совпадают с их обычными поня-
тиями в случае коммутативности (ω = 1). Коэффициенты ранга 1 равны 1.
Коэффициенты ранга больше 1 удовлетворяют рекурсивным соотношениям:

B(k1, k2, ..., km) =
∑
i|ki>0

B(k1, .., ki−1, ki − 1, ki+1, ...km)
∏
j>i

ω
−kj
i,j . (7)

Отметим, что B(k1, ..., km) =
∑s

j=1 θj, s = n!
k1!k2!...km! , где θj – корни степени

n из 1. Поэтому коэффициенты ранга больше 1 равны нулю, если корни из 1
распределены равномерно. Рекурентное соотношение (7) при m = 2 соответ-
ствует квантовому аналогу свойства (2) C l

k = C l−1
k +C l−1

k−1 с ω = ω−1
1,2 . Поэтому

(6) действительно дает решение для коэффициентов ранга 2. В этом случае,
для равенства нулю коэффициентов ранга два необходимо и достаточно, чтобы
ωi,j были примитивными корнями степени n из 1.

В работе [5] доказано достаточное условие следующей теоремы, являющей-
ся обобщением теоремы Поттера, а в работе [7] доказано, что оно является и
необходимым.

Теорема 1. Пусть z1, z2, ..., zm взаимно некоммутирующие переменные, и
zizj = ωi,jzjzi, где ωi,j – примитивные корни степени n из 1. Имеет место
обобщенное соотношение Поттера:

(z1 + z2 + ...+ zm)n = zn1 + zn2 + ...+ znm, (8)

если выполняется
zjzi = ωizizj, ∀i < j, (9)

где ωi – примитивные корни из 1 степени n .
Выполнение условия (9) при некоторой нумерации переменных необходимо

и достаточно для выполнения условия (8).
Достаточность доказывается просто. Необходимость этого условия легко

продемонстрировать при m = 3 c тремя переменными, с квазикоммутацион-
ными соотношениями:

xy = θyx, xz = θ−1zx, yz = θzy.

Получаем (x+ y + z)3 = x3 + y3 + z3 + λxyz, где

λxyz = xyz+xzy+yxz+yzx+zxy+zyx = xyz(1+θ−1+θ−1+1+1+θ−1) = −3θxyz.

Следует заметить, что элемент xyz коммутирует со всеми переменными
x, y, z .
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3. Автоморфизмы бигрупповой алгебры и разложение детерми-
нанта

В предыдущем параграфе мы представили симметрическую функцию zn1 +
...+ znm , принадлежащую центру бигрупповой алгебры, в виде степени суммы
операторов первого порядка. Это аналогично разложению оператора Лапласа
на операторы Дирака первого порядка. Далее рассмотрим разложение детер-
минанта матрицы. Элементы бигрупповой алгебры гораздо ближе к числам,
чем некоторые рассмотренные числа из книги [8].

Для представителя X бигрупповой алгебры определим действительную
часть как коэффициент перед 1 в разложении по базису Сильвестра. Он не ме-
няется при любых автоморфизмах, и для матриц A порядка n× n совпадает
с нормированным следом tr(A)/n . Остальные части разложения бесследные
– мнимые части (как у кватернионов мнимые части не принадлежат центру).
Бигрупповая алгебра имеет очень много автоморфизмов, переводящих граду-
ированные элементы (из базиса Сильвестра) в градуированные элементы (в
базис Сильвестра). Только знаковых автоморфизмов g : A→ gAg−1 и нечет-
ных знаковых (меняющих порядок умножения) g : A→ gATg−1 , для каждого
элемента базиса Сильвестра их всего 2n2 . Они оставляют элементы базиса на
месте, меняя только знак перед ними. Полученная группа знаковых автомор-
физмов является коммутативной группой и играет роль группы Галуа. Здесь
мы ограничимся только рассмотрением бигрупповой алгебры группы (Z2)

k и
указанных знаковых автоморфизмов. В этом случае все автоморфизмы имеют
порядок 2, т.е. играют роль отражений.

Разложение матрицы второго порядка в базисе Сильвестра имеет вид:

A =

(
a00 a01

a10 a11

)
=
a0,0 + a1,1

2
∗ 1 +

a0,0 − a1,1

2
x+

a0,1 + a1,0

2
y +

a0,1 − a1,0

2
z,

где

1 =

(
1 0
0 1

)
, x =

(
1 0
0 −1

)
, y =

(
0 1
1 0

)
, z = xy =

(
0 1
−1 0

)
.

Здесь x, y, z играют роль мнимых единиц, причем x, y – четные мнимые еди-
ницы, их квадраты равны 1, а z – нечетная мнимая единица. Определим ин-
волюцию как нечетный автоморфизм I : A → zATz−1 . Этот автоморфизм
меняет знаки перед мнимыми частями, т.е., играет роль сопряжения. Произ-
ведение элемента A со своим сопряженным не содержит мнимых частей и дает
детерминант A ∗ I(A) = A ∗ ATSz = det(A)E . Отметим, что все автоморфиз-
мы не меняют детерминант. Произведение с сопряженным ’убивает’ мнимые
части и дает действительное ’число’.
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Рассмотрим теперь случай G = (Z2)
k, k > 1 . Нечетные автоморфиз-

мы можно использовать для построения симметризации, представляя детер-
минант как произведение линейных функционалов от матриц. Далее пусть
Ij(A) = ATSzj .

Теорема 2.
Пусть

A0 = A, A1 = A0 ∗ I1(A0), ..., Ak = Ak−1 ∗ Ik(Ak−1).

Тогда
Ak = det(A) ∗ 1

и
A−1 =

1

det(A)
I1(A) ∗ I2(A1) ∗ ... ∗ Ik(Ak−1). (10)

Доказательство. Доказательство основано на том свойстве, что транспониро-
вание меняет знак коэффициентов только перед нечетными элементами базиса
Сильвестра.

Исследование выполнено в рамках государственного задания МГУ имени
М.В. Ломоносова.
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Abstract. We consider a problem closely related to a mathematical model for
temperature control. It is based on a one-dimensional non-self-adjoint parabolic
equation with variable coefficients. By defining an optimal control as a minimizing
function of a strictly convex functional, we study its qualitative properties for
various such functionals. Controllability is proved for a certain family of control
functions.
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Аннотация. Мы рассматриваем задачу, связанную с математической мо-
делью контроля температуры. Она основана на одномерном несамосопря-
женном параболическом уравнении с переменными коэффициентами. Опре-
деляя оптимальное управление как минимизирующую функцию строго вы-
пуклого функционала, изучаем его качественные свойства, рассматривая
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разные типы таких функционалов. Доказана управляемость для некоторых
классов управляющих функций.

Ключевые слова: параболическое уравнение, экстремальная задача, вы-
пуклый функционал, минимизирующая функция, качественные свойства.

Introduction

The aim of this paper is to study the following parabolic extremal problem with
convection:

ut = (a(x, t)ux)x + b(x, t)ux + p(x, t)u, (1)
(x, t) ∈ QT = (0, 1)× (0, T ), T > 0,

u(0, t) = ϕ(t), ux(1, t) = ψ(t), t > 0, (2)
u(x, 0) = ξ(x), 0 < x < 1, (3)

where a , b and p are sufficiently smooth functions on QT , 0 < a0 ≤ a(x, t) ,
ϕ ∈ W 1

2 (0, T ) , ψ ∈ W 1
2 (0, T ), ξ ∈ L2(0, 1) .

In our previous papers (see [2]—[6]) we are interested in control problems with a
pointwise observation (see [1]). In these problems the temperature ϕ is controlled
at the left endpoint of the interval (with fixed functions ψ , ξ ), and we try to
minimize some functional depending on u(x0, ·) (the temperature at a certain
point x0 ∈ (0, 1) on the whole time interval (0, T )).

This extremal problem generalizes the problem of microclimate control, arising
in a model of industrial greenhouses (see [2], [3]).

Note that extremum problems for the heat equation have been considered in
many papers The problems most studied are those with the final observation.
In contrast to previous papers on parabolic control problems with the final or
a distributed observation we consider a pointwise observation. The type of the
quality functional is also new. This paper extends our research to a general type
convex functional. Namely, we obtain the results on the existence and uniqueness
of a minimizer and establish qualitative properties of the minimizing function for
a wide class of cost functionals.

Definition 1. The space V 1,0
2 (QT ) denotes the Banach space of functions u ∈

W 1,0
2 (QT ) with the finite norm

‖u‖V 1,0
2 (QT ) = sup

0≤t≤T
‖u(x, t)‖L2(0,1) + ‖ux‖L2(QT ) (4)

such that t 7→ u(·, t) is a continuous map [0, T ]→ L2(0, 1) .
The space V 1,0

2 (QT ) is introduced in [7].
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Definition 2. We call the set Φ ⊂ W 1
2 (0, T ) finite-dimensionally approximable

( [?]) if for some finite set of functions ϑ1, . . . , ϑN ∈ Φ and the number M any
function ϕ ∈ Φ for some γ1, ..., γN ∈ R satisfies the inequality∥∥∥ϕ− N∑

j=1

γjϑj

∥∥∥
W 1

2 (0,T )
≤M. (5)

Definition 3. The set W̃ 1
2 (QT ) is the set of functions η ∈ W 1

2 (QT ) satisfying
the conditions η(x, T ) = 0 and η(0, t) = 0 .

A weak solution of the problem (1) — (3) is a function u ∈ V 1,0
2 (QT ) satisfying

the condition u(0, t) = ϕ(t) and the integral identity∫
QT

(a(x, t)uxηx − b(x, t)uxη − p(x, t)uη − uηt) dx dt

=

1∫
0

ξ(x)η(x, 0) dx+

T∫
0

a(1, t)ψ(t) η(1, t) dt (6)

for all η ∈ W̃ 1
2 (QT ) .

Under the assumptions made above, every weak solution in W 1,0
2 (QT ) belongs

to V 1,0
2 (QT ) (see [7]).

We denote by uϕ the weak solution of (1) — (3) with the given control function
ϕ ∈ W 1

2 (0, T ) , ψ ∈ W 1
2 (0, T ) and ξ ∈ L2(0, 1) .

Let F : L2(0, T )→ R be a functional such that

1. F (y) ≥ C1 for any y ∈ L2(0, T ) and some C1 ;

2. the mapping y 7→ F (y) is continuous at zero, i.e. for any sequence {yk}, yk ∈
L2(0, T ) such that ‖yk‖L2(0,T ) → 0 as k →∞, we have F (yk)→ F (0) ;

3. F is strictly convex: for any y1 6= y2 ∈ L2(0, T ) and α ∈ (0, 1) we have

F (αy1 + (1− α)y2) < αF (y1) + (1− α)F (y2). (7)

Definition 4. A functional J : Y → R is called weakly lower semicontinuous
at the point y0 ∈ Y , if for any {yk} ⊂ Y weakly converging to y0 , we have
J(y0) ≤ lim inf

k→∞
J(yk) .

For measuring of quality control we take x0 ∈ (0, 1) and define a cost functional
J(ϕ) by formula

J(ϕ) = F (uϕ(x0, ·)). (8)
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For a closed convex control set Φ ⊂ W 1
2 (0, T ) denote its infimum by m(Φ) :

m(Φ) = inf
ϕ∈Φ

J(ϕ). (9)

Main results

Arguing as in [7], we obtain the following result for solutions of (1) — (3):

Теорема 1. ([3]) Problem (1) — (3) has a unique weak solution u ∈ V 1,0
2 (QT )

and the following estimate holds

‖u‖V 1,0
2 (QT ) ≤ C2

(
‖ϕ‖W 1

2 (0,T ) + ‖ψ‖W 1
2 (0,T ) + ‖ξ‖L2(0,1)

)
, (10)

with the constant C2 independent of ϕ, ψ and ξ .

Теорема 2. Let Φ be a bounded closed convex set. Then there is a unique function
ϕ0 ∈ Φ such that

m(Φ) = J(ϕ0). (11)

Теорема 3. Let Φ be a finite-dimensionally approximable set and

F (y)→ +∞, as ‖y‖L2(0,T ) →∞. (12)

Then there is a unique function ϕ0 ∈ Φ such that equality (11) holds.

Let us note, that property (12) means that F is an increasing functional by the
terminology of [8].

Теорема 4. If the coefficients a, b and p in equation (1) are independent of t,
then

m(W 1
2 (0, T )) = inf

y∈L2(0,T )
F (y).

We study properties of the minimizing function ϕ0 as an element of Φ .

Теорема 5. If the coefficients a, b and p in equation (1) are independent of t,
Φ is a bounded closed convex set and

m(Φ) > inf
y∈L2(0,T )

F (y), (13)

then
ϕ0 ∈ ∂Φ.
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Теорема 6. If the coefficients a, b and p in equation (1) are independent of t,
Φj , j = 1, 2 are bounded closed convex sets in W 1

2 (0, T ) such that

Φ2 ⊂ IntΦ1

and
m(Φ1) > inf

y∈L2(0,T )
F (y),

then
m(Φ1) < m(Φ2).

Теорема 7. If Φ is a bounded closed convex set and ϕ0 ∈ Φ is a minimizer, then
for any ε > 0 exists the function ϕ ∈ ∂Φ such that |J(ϕ)− J(ϕ0)| < ε.

Conclusion

In our previous papers we study other types of convex functionals (see, for example,
[2] and [9]). Similar results to Theorems 1–6 are proved and other qualitative
properties and estimates of control functions are obtained.

Acknowledgement. The study was partially supported by RSF, project
number 25-11-00133.
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СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ
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Аннотация: В работе исследуется краевая задача для нелинейного диф-
ференциального уравнения второго порядка с параметром. Метод основан на
построении инвариантного выпуклого множества Sε ⊂ C1[0, 1] и примене-
нии теоремы Шаудера о неподвижной точке. Получены явные достаточные
условия на параметр λ, гарантирующие существование решения. Проведено
сравнение для различных классов нелинейностей, включая степенные функ-
ции. Приведена численная оценка λ ≈ 3.8 для квадратичной нелинейности.

Ключевые слова: краевая задача, нелинейное уравнение, инвариантное
множество, теорема Шаудера, компактный оператор, существование ре-
шения, единственность решения.
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EXISTENCE OF A SOLUTION TO A NONLINEAR
SECOND-ORDER BOUNDARY VALUE PROBLEM BY THE

METHOD OF INVARIANT SETS

Babadjanov Sh.Sh.

Tashkent State University of Economics
(Tashkent, Uzbekistan)

Annotation. This paper investigates a boundary value problem for a nonlinear
second-order differential equation with a parameter. The method is based on
constructing an invariant convex set Sε ⊂ C1[0, 1] and applying the Schauder fixed
point theorem. Explicit sufficient conditions on the parameter λ guaranteeing the
existence of a solution are obtained. A comparison is made for various classes of
nonlinearities, including power functions. A numerical estimate λ ≈ 3.8 is given
for the quadratic nonlinearity.

Keywords: boundary value problem, nonlinear equation, invariant set,
Schauder theorem, compact operator, existence of solution, uniqueness of solution.

Рассмотрим краевую задачу:

ϕ′′ + λ2f(ϕ) = 0, ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 0.

Цель работы – получить явные условия на параметр λ , обеспечивающие
существование решения.

Задача эквивалентна интегральному уравнению:

ϕ(r) = 1− λ2

r∫
0

(r − s)f(ϕ(s)) ds.

Определим оператор:

(Pϕ)(r) = 1− λ2

r∫
0

(r − s)f(ϕ(s)) ds.

Рассмотрим пространство C1[0, 1] с нормой:

‖ϕ‖C1 = max
r∈[0,1]

|ϕ(r)|+ max
r∈[0,1]

|ϕ′(r)|.
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Определим множество:

S =

{
ϕ ∈ C1[0, 1] : ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 0, −λ

2

2
r ≤ ϕ′(r) ≤ 0, r ∈ [0, 1]

}
,

и
Sε = {ϕ ∈ S : ϕ(r) ≥ mε(r)}.

где

mε =

{
ε, 0 ≤ r ≤ 1− 1

λ2 ,
0, 1− 1

λ2 < r ≤ 1.

Теорема 1. Множество S замкнуто в C1[0, 1].
Доказательство. Пусть ϕn ∈ S и ϕn → ϕ по норме Sε ⊂ C1[0, 1] . Тогда:

ϕn → ϕ и ϕ′n → ϕ′ равномерно. Следовательно, ϕn (0) → ϕ (0) , ϕn (1) →
ϕ (1) , ϕ (0) = 1 , ϕ (1) = 0 . Кроме того, −λ2

2 r ≤ ϕ′n(r) ≤ 0 , −λ2

2 r ≤ ϕ′(r) ≤ 0 .
Следовательно, ϕ ∈ S .

Теорема 2. Множество Sε замкнуто.
Доказательство. Пусть ϕn ∈ Sε . Тогда по теореме 1: ϕ ∈ S . Из равно-

мерной сходимости: ϕ(r) = lim
n→∞

ϕn(r) ≥ mε(r) . Следовательно, ϕ ∈ Sε .
Теорема 3. Оператор P компактен в C1[0, 1].
Доказательство. Пусть ϕn ограниченная последовательность в C1[0, 1].

Тогда ϕn равномерно ограничены. Рассмотрим производную:

(Pϕn)
′(r) = −λ2

r∫
0

f(ϕn(s))ds.

Из непрерывности f и ограниченности ϕn следует ограниченность f(ϕn(s)) ,
а значит Pϕn и (Pϕn)

′ равномерно ограничены. Кроме того, семейство Pϕn
равностепенно непрерывно. По теореме Арцела-Асколи существует равномер-
но сходящаяся последовательность. Следовательно, оператор P компактен.

Теорема 4 (инвариантность Sε). Пусть существует ε > 0 такое, что

1− λ2f(ε)

2

(
1− 1

λ2

)2

≥ ε.

Тогда P (Sε) ⊂ Sε .
Доказательство. Пусть ϕ ∈ Sε . Тогда ϕ (s) ≥ ε при s ≤ 1 − 1

λ2 . Из
монотонности f следует f (ϕ (s)) ≥ f (ε) . Следовательно,

(Pϕ)(r) ≥ 1− λ2f (ε)

r∫
0

(r − s)ds.
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Вычисляя интеграл
∫ r

0 (r − s)ds = r2

2 , получаем (Pϕ)(r) ≥ 1− λ2f(ε)
2 r2. При

r = 1− 1
λ2 имеем (Pϕ)(r) ≥ ε . Следовательно, Pϕ ∈ Sε .

Теорема 5 (существование решения). При выполнении условия тео-
ремы 4 задача имеет решение.

Доказательство. Множество Sε непусто, замкнуто, ограничено и выпук-
ло. Оператор P компактен и отображает Sε в себя. По теореме Шаудера су-
ществует неподвижная точка:

ϕ = P (ϕ) .

Она является решением исходной задачи.
Численная оценка (квадратичный случай)
Пусть f(ϕ) = ϕ2 . Тогда условие принимает вид:

1− ε− λ2

2
ε2

(
1− 1

λ2

)2

≥ 0.

Рассмотрим функцию:

F (ε) = 1− ε− λ2

2
ε2

(
1− 1

λ2

)2

.

Условие экстремума:

F ′(ε) = −1− λ2 ε

(
1− 1

λ2

)2

= 0.

Отсюда:
ε∗ =

1

λ2
(
1− 1

λ2

)2 .

Подставляя в условие F (ε) ≥ 0 , получаем уравнение:

1− 1

λ2
(
1− 1

λ2

)2 −
1

2λ2
(
1− 1

λ2

)2 = 0.

Численное решение дает: λ ≈ 3.8 .
Сравнение нелинейностей
Линейный случай f(ϕ) = ϕ : оценка λ ≥ 2 (точное значение π/2).
Суперлинейный случай f(ϕ) = ϕp , p > 1 : увеличение критического пара-

метра.
Сублинейный случай 0 < p < 1 : усиление ограничений на существование.
Обсуждение
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Метод инвариантных множеств дает явные, но не точные условия суще-
ствования. Полученные оценки носят достаточный характер.

Дополнительные результаты
Теорема 6 (единственность решения). Пусть функция f липшицева

на [0,1] с константой L. Если λ2L < 1, то решение краевой задачи един-
ственно.

Доказательство. Пусть ϕ1, ϕ2 – два решения. Тогда ψ = ϕ1−ϕ2 удовле-
творяет

ψ′′ + λ2(f(ϕ1)− f(ϕ2)) = 0.

По условию Липшица: |f(ϕ1)−f(ϕ2)| ≤ L|ψ| . Используя стандартные оцен-
ки:

|ψ| ≤ λ2L|ψ|.
Отсюда при λ2L < 1 следует ψ ≡ 0 .
Оптимизация по ε
Рассмотрим функционал:

F (ε) = 1− ε− λ2

2
εp
(

1− 1

λ2

)2

.

Условие экстремума:

F ′(ε) = −1− λ2

2
p εp−1

(
1− 1

λ2

)2

= 0.

Оптимальное значение:

ε∗ =

(
2

λ2 p
(
1− 1

λ2

)2

) 1
p−1

.

Строгий вывод оценки λ ≈ 3.8
Подставляя p = 2 :

ε∗ =
1

λ2
(
1− 1

λ2

)2 .

Подставляя в F (ε) ≥ 0 , получаем уравнение на λ :

1− ε∗ −
λ2

2
ε2
∗

(
1− 1

λ2

)2

= 0.

Численное решение дает λ ≈ 3.8 .
Таблица зависимости λ от p
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Значения получены численным решением уравнения F (ε∗) = 0 :
p = 1 : λcrit = 2.0 ;
p = 1.5 : λcrit = 2.9 ;
p = 2 : λcrit = 3.8 ;
p = 3 : λcrit = 5.2 .
Заключение. Метод инвариантных множеств в сочетании с теорией ком-

пактных операторов позволяет получать конструктивные условия существо-
вания решений нелинейных краевых задач.
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BOUNDARY PROBLEMS FOR DIRAC OPERATORS AND MIT
BAG MODELS

Bezyaev V.I.

Lomonosov Moscow State University
(Moscow, RF)

E–mail: vbezyaev@mail.ru

Annotation. We consider the operators of boundary problems

DA,Φ,Bu =

{
DA,Φu on Ω,

Bu∂Ω on ∂Ω
(1)
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in a bounded or unbounded domain Ω ⊂ R3 where DA,Φ is a 3−D Dirac operator

DA,Φ(x,D) = i
3∑
j=1

αj(
∂

∂xj
+ Aj(x)) + α0m+ Φ(x)I4 (2)

defined on the distributions u = (u1, u2, u3, u4) ∈ H1(Ω,C4), where α0, α1, α2, α3

are the Dirac matrices, A(x) = (A1(x), A2(x), A3(x)) is the vector-valued
potential of the magnetic field H = ∇ × A, Φ(x) is the electrostatic potential
of the electric field E = ∇Φ, m ∈ R is the mass of the particle. Let C4 3 u =
(u1, u2) ∈ C2 ⊕C2 . We assume that the operator B of the boundary conditions is

Bu∂Ω = b1(x
′)u1

∂Ω + b2(x
′)u2

∂Ω, (3)

where bj(x
′) (x′ ∈ ∂Ω), are 2 × 2 matrices, uj∂Ω ∈ H1/2(∂Ω,C2), j = 1, 2,

are restrictions of distributions uj ∈ H1(Ω,C2) on ∂Ω. Class of the boundary
conditions (3) in particular case contains the boundary conditions of MIT bag
model and its generalizations which discribe the confinment of the quarks to the
domain.

We present conditions for the self-conjugacy of unbounded operators DA,Φ,B
defined by the boundary value problem (1)-(3), and we also propose a description
of the discrete and essential spectra of these operators. For this purpose, the
concepts of boundary triples and operator-valued Weyl-Titchmarsh functions are
used. Examples of numerical solutions of boundary value problems for the Dirac
system on the unit square using the finite difference method are considered.

Keywords: Dirac operators, Boundary value problems, generalized MIT bag
models, Self-adjointness, Spectrum.

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ ДИРАКА И МОДЕЛИ
МЕШКОВ MIT

Безяев В.И.

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова
(г. Москва, РФ)

Аннотация. Рассматриваются операторы, определяемые краевыми задача-
ми

DA,Φ,Bu =

{
DA,Φu on Ω,

Bu∂Ω on ∂Ω
(4)
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в ограниченной или неограниченной области Ω ⊂ R3, где DA,Φ - 3 −D опе-
ратор Дирака

DA,Φ(x,D) = i
3∑
j=1

αj(
∂

∂xj
+ Aj(x)) + α0m+ Φ(x)I4, (5)

определяемый на распределениях u = (u1, u2, u3, u4) ∈ H1(Ω,C4), α0, α1, α2, α3

- матрицы Дирака, A(x) = (A1(x), A2(x), A3(x)) - векторный потенциал
магнитного поля H = ∇ ×A, Φ(x) - потенциал электрического поля E =
∇Φ, m ∈ R - масса частицы. Пусть C4 3 u = (u1, u2) ∈ C2 ⊕C2 . Предпола-
гается, что оператор B, определяющий краевые условия, имеет вид

Bu∂Ω = b1(x
′)u1

∂Ω + b2(x
′)u2

∂Ω, (6)

где bj(x
′) (x′ ∈ ∂Ω) – 2 × 2 матрицы, uj∂Ω ∈ H1/2(∂Ω,C2) (j = 1, 2) – следы

распределений uj ∈ H1(Ω,C2) на ∂Ω. Класс граничных условий (3) в част-
ном случае содержит граничные условия модели мешка MIT и ее обобщения,
которые описывают ограничение кварков областью.

Даются условия самосопряженности неограниченных операторов DA,Φ,B ,
определяемых краевой задачей (1)-(3), а также предлагается описание дис-
кретного и существенного спектров этих операторов. Для этого исполь-
зуются понятия граничных троек и операторнозначных функций Вейля-
Титчмарша. Рассмотрены примеры численного решения краевых задач для
системы Дирака на единичном квадрате с использованием метода конечных
разностей.

Ключевые слова: операторы Дирака, краевые задачи, модель мешка
МТИ и ее обощения, самосопряженность, спектр.

Relativistic quantum mechanics is a branch of theoretical and mathematical
physics that considers relativistic (satisfying the requirements of relativity theory)
quantum laws of motion of microparticles (electrons, etc.) in a single-particle
approximation.

The basis of calculations in relativistic quantum mechanics are relativistic
generalizations of the Schrodinger equation — the Dirac equation for electrons
and other particles with spin 1/2 and the Klein-Gordon equation for particles
with spin 0 (cf.[1]).

Massive relativistic particles with spin1/2 such as electrons and quarks are
described by the Dirac operator which is the base of relativistic quantum mechanics
(see for instance, [2]). The boundary problems for 3−D Dirac operators arise in
relativistic quantum mechanics for the descriptions of the particles confined in
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domains in R3 . One important model of the confinment of particles is the three-
dimensional MIT bag model suggested in the 1970s by physicists (see for instance,
[3]). In the dimension two, the Dirac operators with special boundary conditions
similar to the MIT bag model are used in the description of graphene ([4]).

The rigorous mathematical investigation of the MIT bag model as a boundary
value problem for the 3 − D Dirac operator in domain Ω ⊂ R3 with the special
boundary conditions has been started in the papers [5] where the authors apply
to the study of self-adjointness of the MIT bag model the modern techniques of
extension theory of symmetric operators ((see for instance, [6]).The approach of
this paper is based on abstract boundary triple techniques from extension theory
of symmetric operators.

A stationary system of Dirac equations is considered for a free particle and for
a particle with a charge located in an electromagnetic field.

For the operator defined by the Dirac system in the domain Ω из R3 and
the boundary conditions, it is possible to define the boundary triple and the Wey-
Titchmarsh function. In turn, the boundary triple and theWeyl-Titchmars function
make it possible to describe the extensions and spectral properties of the Dirac
operator in the space L2(Ω,C4) .

Let Ω be an open (bounded or unbounded) domain in R3 with compact
boundary ∂Ω . Throughout we assume that ∂Ω is an 2-dimensional (not necessarily
connected) C∞ -manifold. We consider Dirac operator

DA,Φ(x,D) = D0(D) +
3∑
j=0

αjAj(x) + α0m+ Φ(x)I4. (7)

In formula (4)

α0 =

(
I2 0
0 −I2

)
, αj =

(
0 σj
σj 0

)
, j = 1, 2, 3,

are the 4× 4 Dirac matrices,

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

are the 2× 2 Pauli matrices, for which the Clifford relations hold

αjαk + αkαj = 2δjkI4, j, k = 0, 1, 2, 3,

σjσk + σkσj = 2δjkI2, j, k = 1, 2, 3,

34



In is the n× n unit matrix,

D0(D) =

(
O a(D)

a(D) O

)
,

a(D) =

(
D3 D1 − iD2

D1 + iD2 −D3

)
,

i.e.

D0(D) =


0 0 D3 D1 − iD2

0 0 D1 + iD2 −D3

D3 D1 − iD2 0 0
D1 + iD2 −D3 0 0

 ,

Dj = −i∂/∂xj, j = 1, 2, 3 .
The Dirac operators defined on vector-valued distributions on R3 with values

in C4 . Note also that in the operator (4) A(x) = (A1(x), A2(x), A3(x)) is the
vector-valued potential of the magnetic field H = ∇×A , Φ(x) is the electrostatic
potential of the electric field E = ∇Φ, m ∈ R is the mass of the particle. We
use the system of coordinates for which the Planck constant h = 1 , the light
speed c = 1 and the charge of the particle e = 1 . In what follows we assume that
Aj,Φ ∈ C∞b (Ω) and Aj(x) (j = 1, 2, 3) are real-valued functions.

Theorem 1 ([7]) If a domain Ω is bounded, then the differential operation
DA,Φ(x,D) with MIT bag type boundary condition determine a selfadjoint
operator in L2(Ω,C4) . The spectrum of this operator is discrete, there exists an
orthonormal basis of eigenfunctions in L2(Ω,C4)and the eigenvalues have the usual
asymptotic behavior

λn = bn1/3 +O(1) (|n| → ∞) b =
( 3π2

measΩ

)1/3
.

Let H and H be complex separable Hilbert spaces,

Γ =

(
Γ0

Γ1

)
: dom(A∗) −→ H ⊕H

be linear mapping. Then Π = {H,Γ0,Γ1} is called a boundary triple for the
operator A∗, if:

(i) the Green’s identity holds
(
A∗f, g

)
H
−
(
f, A∗g

)
H

=
(
Γ1f,Γ0g

)
H
−(

Γ0f,Γ1g
)
H

for f, g ∈ dom
(
A∗
)
;

(ii) the mapping Γ is surjective.
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Let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary triple for the operator A∗ . The operator-
valued function MΠ(·) defined by

Γ1fz = MΠ(z)Γ0fz, fz ∈ Nz(A) = ker
(
A∗ − z

)
, z ∈ ρ(A0),

is called the Weyl–Titchmarsh function corresponding to the boundary triple Π
(cf. [?]).

The part of the spectrum of the linear self-adjoint operator A in Hilbert space
that remains after removing all eigenvalues of finite multiplicity from the spectrum
is called the essential spectrum of the operator A and is denoted by σess(A) .

Let D = Dmin be the minimal elliptic operator in L2(Ω,C4) associated with the
expression DA,Φ(x,D), Dmax = D∗ . Due to Green identity the operator D = Dmin

is symmetric. Denote by γ0 the mapping

γ0 : C∞(Ω)→ C∞(∂Ω), γ0u = u � ∂Ω.

The boundary condition of the MIT bag model is the condition

B0u := γ0(I2 + ia(ν))u = 0,

where ν = (ν1, ν2, ν3) is the unit outward normal vector to ∂Ω. Then the operator
(the realization) DB0

defined by

DB0
= Dmax � dom

(
DB0

)
, dom

(
DB0

)
= H1

B0
(Ω,C4) =

{
u ∈ H1(Ω,C4)

∣∣B0u = 0
}
.

For any linear operator K ,

K : dom(K)→ H0(∂Ω,C2), dom(K) ⊆ H0(∂Ω,C2),

we set

ĎK = Dmax � dom(ĎK), dom(ĎK) = {u ∈ dom(Dmax) |B0u ∈ dom(K),

C0u = KB0u},
where C0 = 1

2µγ0(µI2, ia(ν)) .
Theorem 2 Assume that ρ

(
ĎK

)
∩ ρ
(
DB0

)
6= ∅ and Ω is an unbounded

domain with compact boundary. Then the essential spectrum of any realization
ĎK coincides with that of the operator DB0

:

σess(ĎK) = σess(DB0
).

It possible to parameterize the set of all proper extensions of the operator D
by means of a boundary triple.
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Recall that an extension Ã of a symmetric operator A is called proper, if A ⊂
Ã ⊂ A∗. The set of all proper extensions of the operator A completed by the
operator A is denoted by ExtA . Clearly, every symmetric extension Ã of the
operator A , different from A , is proper. In particular, selfadjoint extensions of the
operator A belong to ExtA.

Theorem 3 (Parametrization of proper extensions). Let Π = {H∂Ω,ΓΩ,0,ΓΩ,1}
with H∂Ω = L2(∂Ω,C2) be a boundary triple for the operator Dmax in L2(Ω,C4) .
Then:

(i) The mapping ΓΩ = {ΓΩ,0,ΓΩ,1} : dom(Dmax) → H∂Ω ⊕ H∂Ω defines a
bijective correspondence between the set ExtD and the set L̃(H∂Ω) of all linear
relations in H∂Ω :

D̃ → Θ =: ΓΩdom(D̃) = {{ΓΩ,0f,ΓΩ,1f} : f ∈ dom(D̃)}. (8)

Let us denote the extension DΘ := D̃ where Θ is defined by (8). Moreover, any
DΘ can be written in the form

DΘ = Dmaxddom(DΘ), dom(DΘ) = ker(C1ΓΩ,1 − C0ΓΩ,0)

with bounded operators C0, C1 ∈ B(H∂Ω).
(ii) (DΘ)∗ = DΘ∗;
(iii) DΘ1

⊂ DΘ2
if and only if Θ1 ⊂ Θ2;

(iv) Extensions DΘ1
and DΘ2

are disjoint if and only if Θ1 ∩Θ2 = {0};
(v) Extensions DΘ1

and DΘ2
are transversal if and only if Θ1 u Θ2 = H∂Ω ⊕

H∂Ω.

Let us consider the operator of the generalized MIT bag model

DA,Φ,Bu =

{
DA,Φu on Ω,

Bu∂Ω on ∂Ω
(9)

with the boundary condition

Bu∂Ω := γ0(I2 + ib(x′)a(ν))u = 0, (10)

where ν = (ν1, ν2, ν3) is the unit outward normal vector to ∂Ω,

a(ν) =

(
ν3 ν1 − iν2

ν1 + iν2 −ν3

)
.

Theorem 4 Let Ω ⊂ R3 be a domain with C∞ -uniformly regular boundary,
Aj ∈ C∞b (Ω), j = 1, 2, 3,Φ ∈ C∞b (Ω), b(x′) ∈ C(∂Ω) be real-valued functions and
b(x′) 6= 0, x′ ∈ ∂Ω. Then the unbounded operator DA,Φ,B (9),(10) is self-adjoint
in L2(Ω,C4) .
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ВРЕМЯ ПРОХОЖДЕНИЯ СТАЦИОНАРНОЙ ВОЛНЫ
ФИЛЬТРАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ ПРОПАНОВОЗДУШНОЙ
СМЕСИ ЧЕРЕЗ ПОРИСТЫЙ БЛОК ОГНЕПРЕГРАДИТЕЛЯ

1Гулбоев Б.Дж., 2Гулбоев Ф.Дж.

1Институт математики имени академика А.Джураева НАНТ
2Таджикский национальный университет

(г. Душанбе, Таджикистан)
E–mail: bakhtiyor-2012@mail.ru

Аннотация: В работе приводятся результаты теоретического иссле-
дования влияния параметров пористого блока огнепреградителя на время
прохождения волны фильтрационного горения пропановоздушной смеси в за-
висиомсти от состава смеси. Рассматривались два типа засыпки пористого
блока: кварцевый песок и металлическая засыпка (стальная дробь). В резуль-
тате исследования было выявлено, что наилучшее время в плане прохожде-
ния волны пористого блока огнепреградителя для обеих засыпок наблюдает-
ся при низком концентрационном пределе воспламенения пропана. По мере
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роста концентрации пропана в смеси время прохождения волны пористого
блока существенно уменьшается и разница между засыпками практически
не наблюдается. При этом для обеих засыпок равновесная температура на
волне горения существенно ниже, чем их температура плавления.

Ключевые слова: огнепреградитель, пористый блок, пропановоздушная
смесь, кварцевый песок, металлическая засыпка, время прохождения, мате-
матическая модель.

PASSAGE TIME OF A STATIONARY FILTRATION
COMBUSTION WAVE OF A PROPANE-AIR MIXTURE
THROUGH A POROUS FLAME ARRESTER BLOCK

1Gulboev B.J., 2Gulboev F.J.

1A. Dzhuraev Institute of Mathematics, National Academy of
Sciences of Tajikistan

2Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation. This paper presents the results of a theoretical study on the
influence of the parameters of a porous flame arrester block on the passage
time of a filtration combustion wave in a propane-air mixture depending on the
mixture composition. Two types of porous block filling were considered: quartz
sand and metallic filling (steel shot). The study revealed that the optimal wave
passage time through the porous flame arrester block for both types of filling is
observed at the lower flammability limit of propane. As the propane concentration
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equilibrium temperature at the combustion wave is substantially lower than their
melting temperatures.
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Значительная часть современных технологических процессов основана на
использовании тепловой энергии, выделяющейся при сгорании газообразного
топлива [1-3]. Для обеспечения пожарной и взрывной безопасности подобных
процессов применяются различные технические средства, включая промыш-
ленные огнепреградители [4, 5]. К промышленным огнепреградителям предъ-
является ряд требований, определяющих их эксплуатационную надежность
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и эффективность функционирования. В работе [6] представлены результа-
ты экспериментальных исследований опытного образца огнепреградителя на
предмет проскока пламени и термического прогорания. Полученные данные
свидетельствуют о том, что процесс прогорания огнепреградителя включа-
ет три стадии, характеризующиеся сопоставимыми временными масштабами:
проникновение пламени в пористый блок, распространение фронта горения
внутри пористой структуры и выход пламени за пределы пористого блока.
В настоящем исследовании в рамках математической модели фильтрацион-
ного горения газовых смесей анализируется влияние параметров пористого
блока на вторую стадию прогорания огнепреградителя - стадию распростра-
нения волны горения внутри пористой среды. Дополнительно на основе разра-
ботанной математической модели исследуется зависимость равновесной тем-
пературы волны горения от характеристик пористого блока огнепреградите-
ля. В качестве исследуемой среды рассматривается пропановоздушная смесь
с различным содержанием пропана. Изменение состава смеси осуществляет-
ся посредством варьирования коэффициента избытка топлива. Для изучения
процесса распространения волны горения по пористому блоку огнепрегради-
теля рассматривается упрощенная математическая модель фильтрационного
горения газов

(ρ10cp(υ10 − U) + ρ2c2U)
dT

dx
= (α1λ1 + α2λ2)

d2T

dx2
+ ρ1QJ,

ρ1(υ10 − U)
dη1(i)

dx
= ρ1D1(i)

d2η1(i)

dx2
+ ρ1ζ1(i)J,

J = η1(k)k0exp

(
− E

RT

)
, ρ1T = ρ10T0,

ζ1(i) = −
g1(i)(ν

′′
1(i) − ν ′1(i))

g1(k)(ν
′′
1(k) − ν ′1(k))

, i = 1, 2, 3, ..., n. (1)

Здесь T - температура среды; η1(i) - массовая концентрация i-го
компонента газовой смеси; η1(k) - массовая концентрация недостающего
компонента; υ10 - скорость потока газа в порах; ρ1 - плотность газо-
вой смеси, ρ10 , cp - приведенная плотность и теплоҷмкость смеси газов
соответственно; ρ2 , c2 - те же величины для пористой среды; λ1 , λ2 -
коэффициенты теплопроводности газа и пористой среды; α1 , α2 - объҷмные
содержания газа и пористой среды; Q - тепловой эффект реакции; J - ско-
рость химической реакции; E - энергия активации; R - универсальная
газовая постоянная; k0 - предэкспонент; ν ′1(i) , ν

′′
1(i) - стехиометрические
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коэффициенты начальных и конечных веществ газовой смеси соответственно;
g1(i) - молекулярные веса компонентов газовой смеси; T0 - температура
внешней среды; D1(i) - коэффициент диффузии i-го компонента газовой
смеси.

Математическая модель состоит из уравнений сохранения энергии тепла
и массы каждого компонента газовой смеси и уравнения состояния газа. Си-
стема (1) записана в движущейся с постоянной скоростью системе координат
и в случае сильного межфазного теплообмена и пренебрежением градиента
давления.

Поскольку толщина волны горения газов на несколько порядков меньше,
чем протяженность пористого блока, то это позволяет задать для системы (1)
начальные условия на бесконечности [7]

x = −∞ : T = T0, η1(i) = η1(i)0,
dT

dx
= 0

η1(i)

dx
= 0,

x = +∞ : T = Te, η1(i) = η1(i)e,
dT

dx
= 0

η1(i)

dx
= 0. (2)

В работе [7] согласно классической теории горения газов было проинте-
грировано первое уравнение системы (1) при начальных условиях (2), где в
результате интегрирования было получено соотношение для скорости стаци-
онарной волны горения, при этом был применен подход, который позволил
включить в соотношение коэффициенты диффузии всех компонентов газовой
смеси

(υ10 − U)2 =
A

η1(k)0

[
η1(k)0 +

η1(k)e − η1(k)0

1 + Ak
+ (η1(k)e − η1(k)0)

n∑
i=1

η1(i)e − η1(i)0

1 + Ak + Ai
+

+ η1(k)0

n∑
i=1

η1(i)e − η1(i)0

1 + Ai

]
(3)

где

A = k0exp

(
−1

β

)
γλ1Λα1T0

ρ10cpuϕTe
, Ai =

γ

Leeff(i)uϕ
, Ak =

γ

Leeff(k)uϕ
, Leeff(i) =

Lei
Λ
,

Λ = 1+
α2λ2

α1λ1
, Lei =

D1(i)ρ10cp

α1λ1
, uϕ = 1− ϕ

u0 − 1
, ϕ =

ρ2c2

ρ10cp
, u0 =

υ10

U
, β =

RTe
E

,

Te = T0 +
Q(η1(k)0 − η1(k)e)

cpuϕ
, γ =

RT 2
e

E(Te − T0)
.
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Здесь формула

Te = T0 +
Q(η1(k)0 − η1(k)e)

cpuϕ
(4)

представляет собой формулу равновесной (установившейся) температуры вол-
ны горения.

Соотношения (3) и (4) позволяют определить скорость распространения
волны горения по пористому блоку и равновесную температуру на волне го-
рения. Далее по известной скорости и длины пористого блока огнепрегради-
теля можно найти время прохождения волны по пористому блоку. Согласно
[6] длина пористого блока опытного огнепреградителя составляет 0.075 м.

В данной работе рассматриваются два типа засыпок для пористого бло-
ка огнепреградителя: кварцевый песок и металлическая засыпка (стальная
дробь). Теплофизические параметры этих засыпок приведены в таблице.

Рис. Табл. Теплофизические параметры пористого блока огнепреградителя
ρ2 (кг/м3) λ2 (Вт/(мҹК)) c2 (Дж/(кгҹК)) Tплав. (К)

Кварцевый песок 1700 0,35 830 1973
Метал.засыпка (сталь. дробь) 7800 50 500 1773

Состав пропановоздушной смеси варьировался от 0.83% до 7.7% по объему.
Объемное содержание пропана в смеси и коэффициент избытка топлива свя-
заны с формулой

φ =
η1(k)0

1− η1(k)0
:

η1(k)st

1− η1(k)st

Здесь η1(k)0 , η1(k),st - массовая концентрация и стехиометрическая мас-
совая концентрация горючего газа соответственно, 1 − η1(k)0 , 1 − η1(k),st -
массовая концентрация и стехиометрическая массовая концентрация воздуха
соответственно.
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Рис. Кривые зависимости времени прохождения волны пористого блока (а) и
равновесной температуры на волне горения (б) при фиксированной скорости
вдува свежей смеси (0.6 м/с), варьировании состава пропановоздушной смеси
(от 0.83% до 7.7%) и различных засыпках пористой среды: 1 - кварцевый
песок, 2 - металлическая засыпка (стальная дробь), 3 - температура
плавления кварцевого песка, температура плавления металлической засыпки

Как видно из рис.(а) наилучшее время в плане прохождения волны по-
ристого блока огнепреградителя для обеих засыпок наблюдается при низком
концентрационном пределе воспламенения пропана. По мере роста концен-
трации пропана в смеси время прохождения волны пористого блока суще-
ственно уменьшается и разница между засыпками практически не наблюда-
ется (рис.(а)). При этом для обеих засыпок равновесная температура на волне
горения существенно ниже, чем их температура плавления (рис.(б)).
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Аннотация. Найдено условие, когда любая левая и правая линейная ква-
зигруппа является левой и правой F− квазигруппой. Доказано, что линей-
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Известно, что понятие изотопии не играет важной роли для групп, так как
по теореме А.А. Алберта, если две группы изотопны, то они изоморфны. Но су-
ществуют квазигруппы, изотопные группам, но не изоморфные им. Отметим,
что понятие изотопии применяется также в теории неассоциативных тел [1].
В классе квазигрупп, изотопных группам, большой интерес представляют так
называемые линейные квазигруппы. Согласно В.Д. Белоусову, квазигруппа
(Q, ·) называется линейной над группой (Q,+) , если она имеет вид

x · y = ϕx+ c+ ψy,

где ϕ, ψ ∈ Aut(Q,+), c - фиксированный элемент из Q [2].
Впервые эти квазигруппы были введены В.Д. Белоусовым в [2] в связи с

исследованием уравновешенных тождеств в квазигруппах. При этом возникли
также квазигруппы, близкие к линейным.

Позднее по аналогии с линейными квазигруппами были определены линей-
ные слева и справа квазигруппы [3].

Квазигруппа (Q, ·) называется линейной слева (справа) над группой
(Q,+), если она имеет вид xy = ϕx+ c+ βy (xy = αx+ c+ψy) , где β (соот-
ветственно α) - подстановка множества Q , ϕ ∈ Aut(Q,+) (ψ ∈ Aut(Q,+)) .

Квазигруппа (Q, ·) называется левой F− квазигруппой, если существует
такая подстановка Sx , зависящая от элемента x ∈ Q , что верно равенство

x · (y · z) = (x · y) · (Sx · z), (1)

для любых x, y ∈ Q
Квазигруппа (Q, ·) называется правой F− квазигруппой, если существует

такая подстановка Sx , зависящая от элемента x ∈ Q , то верна равенство

(z · y) · x = (z · S ′x) · (y · x), (2)

для любых x, y ∈ Q
Всю необходимую информацию о линейной квазигруппе, линейной слева

(справа) квазигруппе и F− квазигруппах можно найти в работах [4-5].
Теорема 1. Пусть (Q, ·) линейная квазигруппа: x ·y = ϕx+ψy с условием

ϕ2 = ϕ и ψ2 = ψ . Тогда для любых (x, y, z) ∈ Q в (Q, ·) выполняются
тождества (1) и (2), то есть (Q, ·) является F− квазигруппой.

Следствие 1. Пусть (Q, ·) линейная слева квазигруппа: x · y = ϕx + βy
с условием ϕ2 = ϕ и βε = ε , где ε− тождественная подстановка группы
(Q,+) . Тогда для любых (x, y, z) ∈ Q в (Q, ·) выполняется тождество (1), то
есть (Q, ·) является левой F− квазигруппой.
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Следствие 2. Пусть (Q, ·) линейная справа квазигруппа: x · y = αx+ ψy
с условием ψ2 = ψ и αε = ε , где ε− нулевой элемент группы (Q,+) . Тогда
для любых (x, y, z) ∈ Q в (Q, ·) выполняется тождество (2), то есть (Q, ·)
является правой F− квазигруппой.
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1. Введем необходимые понятия и определения, нужные нам в дальнейшем.
Пусть N – множество натуральных чисел, R+ – множество положительных,
Z+ – множество целых неотрицательных. Обозначим через L2,ρ := L2,ρ(R2) ,
где ρ(x, y) := exp{−(x2 +y2)} , множество вещественных суммируемых с квад-
ратом функций двух переменных в плоскости R2 := {(x, y) : −∞ ≤ x, y ≤
+ ∞} с конечной нормой

‖f‖2,ρ := ‖f‖L2,ρ
:=

∫∫
R2

ρ(x, y)f 2(x, y)dxdy

 1
2

.

Пусть
{
Hk(x)Hl(y)

}
k,l∈Z+

– ортонормированная на всей плоскости R2 с
весом ρ(x, y) система многочленов Эрмита (см.напр. [1, c.170]).

Для функции f ∈ L2,ρ запишем еe разложение в двойной ряд Фурье–
Эрмита

f(x, y) =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

ckl(f)Hk(x)Hl(y), (1)

где

ckl(f) =

∫∫
R2

ρ(x, y)f(x, y)Hk(x)Hl(y)dxdy (2)

– коэффициенты Фурье–Эрмита функции f , а равенство в (1) понимается в
смысле сходимости в метрике пространстве L2,ρ . Обозначим через

SN−1(f ;x, y) :=
∑

0≤k+l≤N−1

ckl(f)Hk(x)Hl(y)
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"треугольную" сумму (N − 1)-го порядка ряда (1) Фурье-Эрмита функции
f ∈ L2,ρ. Если PN−1 – совокупность полиномов двух переменных x и y сте-
пени не более (N − 1) вида

PN−1(x, y) =
∑

0≤k+l≤N−1

aklx
kyl, (3)

то, как хорошо известно [1],

EN−1(f)2,ρ := EN−1(f)L2,ρ(R2)
= inf

{
‖f − PN−1‖2,ρ : PN−1 ∈ PN−1

}
=

= ‖f − SN−1‖2,ρ =

{ ∑
k+l≥N

ckl
2(f)

} 1
2

. (4)

В пространстве L2 рассмотрим обобщенный оператор сдвига [2]

Mhf(x, y) =
1

π(1− h2)
×

∫∫
R2

f(u, υ) · exp

(
2xuh− h2(x2 + u2)

1− h2

)
exp

(
2yυh− h2(y2 + υ2)

1− h2

)
×

ρ(u, υ) du dυ, 0 < h < 1.

Известно, что Fh : L2,ρ → L2,ρ является линейным оператором, а также спра-
ведливо следующая

Лемма 1. Справедливо равенство

MhHk(x)Hl(y) = h(k+l)Hk(x)Hl(y). (5)

Следуя работе [2], как и в классическом случае, определим конечные раз-
ности первого и высших порядков следующими равенствами

∆1
h(f ;x, y) := Mhf(x, y)− f(x, y) = (Mn − E) f(x, y),

∆m
h (f ;x, y) = ∆1

h

(
∆m−1
h (f ; ·, ·);x, y

)
= (6)

= (Mh − E)mf(x, y) =
m∑
i=0

(−1)m−i
(
m

i

)
M i

hf(x, y), m = 1, 2, 3, ...,

где

M 0
hf(x, y) = f(x, y),M i

hf(x, y) = Mh

(
M i−1

h f(x, y)
)
, (i = 1, 2, ...,m;m ∈ N),

а E – единичный оператор в пространстве L2 .
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Величину

Ωm(f, t)2,µ := sup {‖∆m
h (f)‖2,µ : 0 < h ≤ t} , 0 < t < 1 (7)

будем называть обобщённым модулем непрерывности m-го порядка функции
f ∈ L2,µ. Простыми вычислениями с учетом равенства Парсеваля из (6) по-
лучаем

Ωm(f ; t)2,ρ =

{ ∞∑
k=0

∞∑
l=0

(
1− t(k+l)

)2m

c2
kl(f)

} 1
2

. (8)

Введем оператор Эрмита второго порядка:

D :=
1

2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Если полагать, как обычно, D0f = f,Drf := D(Dr−1f), r ∈ N, то через
L

(r)
2,ρ := L2,ρ(Dr)(r ∈ Z+, L

(0)
2,ρ ≡ L2,ρ) обозначим класс функций f ∈ L2,ρ,

имеющих обобщенные частные производные

∂sf

∂xi∂yj
, i+ j = s, s = 1, 2, ..., 2r, r ∈ N

в смысле Леви [3] такие, что все они принадлежат пространству
L2,ρ и для которых ‖Drf‖2,ρ < ∞ . В силу (8) в смысле сходимости в про-
странстве L2,ρ имеет место равенство

‖∆m
h D

r(f ;x, y)‖2
2,ρ =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

(
1− h(k+l)

)2m

(k + l)2rc2
kl(f), h ∈ (0, 1],

в силу которого определим обобщенный модуль непрерывности m-го порядка:

Ωm(Drf ; t)2,ρ = sup
{
‖∆m

h (f ; ., .)‖2,ρ : 0 < h < t
}

=

=

{ ∞∑
k=0

∞∑
l=0

(
1− t(k+l)

)2m

(k + l)2rc2
kl(f)

} 1
2

. (9)

Условимся, что далее в соотношениях общего характера при вычислении
верхней грани по всем функциям f ∈ L(r)

2,ρ мы всегда будем подразумевать, что
f 6∈ PN−1 . Далее под весовой функцией g(t) на отрезке [0, h] будем понимать
всякую неотрицательную измеримую суммируемую неэквивалентную нулю на
[0, h] функцию. При этих условиях имеет место следующая
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Теорема 1. Пусть m,N ∈ N, 0 < p ≤ ∞, h ∈ (0, 1), g(t)- весовая на
отрезке (0, 1) функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

N rEN−1(f)2,ρ{ h∫
0

Ωp
m (Drf, t)2,ρ g(t)dt

} 1
p

=

{ h∫
0

(
1− tN

)mp
g(t)dt

}− 1
p

. (10)

Следствие 1. Пусть m,N, r ∈ N, r ≥ m,h ∈ (0, 1] и g(t) = NtN−1. Тогда
из (6) вытекает равенство :

sup
f∈L(r)

2,ρ

N r− 1
pEN−1(f)2,ρ{ h∫

0

Ωp
m (Drf, t)2,ρ t

N−1dt

} 1
p

=

{
mp+ 1

1− (1− hN)mp+1

}1/p

. (11)

Из равенства (11), в частности, при h = 1/
√
N, p = 1/m, r ≥ m, r,m ∈ N,

вытекает экстремальное равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
N 2r−m(2+N)EN−1(f)2,ρ{ 1/
√
N∫

0

Ω1/m
m (Drf, t)2,ρt

N−1dt

}m =

(
1− 1

2
√
NN

)−m
.

Следствие 2. В условиях теоремы 1 при g(t) := g∗(t) =
(
1− tN

)pm
tN−1,

имеет место неравенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

N r− 1
pEN−1(f)2,ρ{ h∫

0

Ωp
m (Drf, t)2,ρ

(
1− tN

)pm
tN−1dt

}1/p
=

(2pm+ 1)
1
p

(1− (1− hN)2pm+1)
1
p

. (12)

Следствие 3. В условиях теоремы 1 при g(t) := g∗1(t) =
(
1− tN

)−pm
,

имеет место неравенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

EN−1(f)2,ρ{ h∫
0

Ω1/m
m (Drf, t)2,ρ

(
1− tN

)−1
dt

}m = N−rh−1/p. (13)
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Теорему 1 удается обобщить следующим образом
Теорема 2. Пусть m,N ∈ N, r, s ∈ Z+, 0 ≤ s ≤ r, 0 < p ≤ ∞,

0 < h ≤ 1, g(t) - весовая на [0, h] функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

N r−sEn−1(D
sf)2,ρ{ h∫

0

Ωp
m (Drf, t)2,ρ g(t)dt

} 1
p

=

{ h∫
0

(
1− tN

)mp
g(t)dt

}− 1
p

. (14)

В завершении статьи отметим, что некоторые результаты с помощью дру-
гих операторов сдвига для "гиперболических" , "треугольных" и "круговых"
сумм Фурье получены соответственно в работах [4], [5] и [6].
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Аннотация . В статье рассматривается так называемый математиче-
ский аппарат Sα - интегральное преобразование. Это интегральное преоб-
разование обобщает обычное классическое интегральное преобразование Ла-
пласа. Такое обобщение понимается в том смысле, что при α = 0 Sα -
интегральное преобразование превращается в левостороннее преобразование
Лапласа. Доказана теорема о сложной свертке для двух функций посред-
ством техники Sα - интегрального преобразования.

Ключевые слова: интегральное преобразование, преобразование Лапласа,
сложная свертка.

ABOUT SOME CHARACTERISTICS OF Sα – INTEGRAL
TRANSFORMATIONS

Zarifzoda S.Q., Norov H., Rahimova M.

Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation . In the paper mathematical apparatus Sα–integral transformations
is considered. This integral transformation generalizes the Laplace integral
transformation. This generalization understood in the sense that when we put
α = 0 this Sα transformation will be converted to inverse Laplace transformation.
In the work also proved a theorem about complicated convolution of two functions
with the help of Sα–integral transformations.

Keywords: integral transformations, Laplace integral transformation, compli
cated convolution

Через C,M и Lp обозначим соответственно классы банаховых про-
странств функций непрерывных, ограниченных измеримых и суммируемых
со степенью p, 1 ≤ p < ∞ . Все эти классы включаем в одну серию E .
Если f(x) как функция аргумента x принадлежит одному из пространств
C,M и Lp , то через Cα,Mα и Lpα обозначим классы таких функций f , ко-
торые зависят от функции ωα(x) как от аргумента, т.е. f = f(ωα(x)) , где
ωα(x) = 1

(α−1)xα−1 . Эти классы функций включаем в серию Eα . Здесь видно,
что если α = 0 и f четная функция, то пространства Cα,Mα и Lpα превраща-
ются в обычные пространства C,M и Lp соответственно. В дальнейшем мы
будем рассматривать более интересный случай, когда α > 1 . Далее заметим,
что в этих последних введҷнных пространствах интегралы рассматриваются
в полубесконечном интервале и понимаются в смысле Римана-Стилтьеса т.е.

∞∫
0

fdσ =

∞∫
0

f(ωα(x))dωα(x) =

∞∫
0

f(ωα(x))
dx

xα
.
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Кроме того в этих пространствах вводим особый дифференциальный опе-
ратор Dα

x = xα d
dx , который имеет сильно-вырождающуюся неподвижную осо-

бенность в точке x = 0 . Видно, что если в этом операторе принять α = 0 , то
он превращается в обычный дифференциальный оператор D0

x = d
dx и если

принять α = 1 , то он превращается в особый дифференциальный опера-
тор типа Эйлера D1

x = x d
dx , который имеет особенность первого порядка в

точке x = 0 . Отсюда выходит, что особый дифференциальный оператор Dα
x

является обобщением известных операторов D0
x и D1

x . Важно заметить, что
до настоящего времени дифференциальные операторы D0

x и D1
x достаточно

хорошо изучены и для них построены полные и законченные теории как с
классической, так и с современной точки зрения. Но подобная теория для осо-
бого дифференциального оператора Dα

x в таком полном виде до настоящего
времени не построена. Даже с классической точки зрения этот оператор до-
статочно хорошо не изучен. Только в последние годы появляются первичные
обыкновенные дифференциальные уравнения с оператором Dα

x [1]. В этих
работах в основном используются классические методы исследования.

Общеизвестно, что одним из современных методов решения различ-
ных задач из области дифференциаль -ных, интегральных и интегро-
дифференциальных уравнений в одном из пространств C,M и Lp является
метод интегральных преобразований [2]-[5], например, преобразование Ла-
пласа, преобразование Фурье, преобразование Мелина и т.д. Чтобы обобщить
такие методы для пространств Cα,Mα и Lpα , вначале нужно построить соот-
ветствующее интегральное преобразование для этих пространств. Такое инте-
гральное преобразование мы раньше построили в своих работах и назвали его
S -интегральным преобразованием [6]. Приводим основные понятия, связан-
ные с этим преобразованием.

Итак, пусть f(x) = f(ωα(x)) – комплекснозначная функция действитель-
ных переменных (конечно здесь одним символом f обозначены разные функ-
ции), которая удовлетворяет следующим условиям:

1) функция f(x) равна нулю при x < 0 ;

2) функция f(x) имеет Dα
x – производную первого порядка;

3) существуют постоянные числа M > 0 и s0 > 0 такие, что выполняется
неравенство |f(x)| ≤Mes0ωα(x) .

Определение Sα - интегральным преобразованием функции f(x) назы-
вается функция Sα(λ) комплексного переменного λ = s + iσ , определяемая
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формулой

Sα(λ) =

∞∫
0

exp[−λωα(x)]f(x)
dx

xα
. (1)

В дальнейшем Sα - интегральное преобразование функции f(x) символи-
чески будем записывать в виде f(x) ; Sα(λ) или в более полном виде

Sα [f, x] (λ) = Sα {f(x)} = Sα(λ).

Легко можно показать, что Sα – изображение функции f(x) является ана-
литической функцией в области Reλ = s > s0 .

Заметим, что если

L[f, t](λ) =

∞∫
0

exp[−λt]f(t)dt, t ∈ R+, λ ∈ C

является интегральным преобразованием Лапласа функции f(t) , то произве-
дя в нем замену переменного по формуле t = ωα(x) , получим

L[f, ωα(x)](λ) =

∞∫
0

exp[−λωα(x)]f(ωα(x))
dx

xα
, x ∈ R+, λ ∈ C.

Отсюда, вводя обозначение f(x) = f(ωα(x)) , получим формулу Sα - инте-
грального преобразования (1). Таким образом, связь между преобразованием
Лапласа и Sα - преобразованием можно записать в таком виде L[f, ωα(x)](λ) =
Sα[f, x](λ) . Также видно, что Sα преобразование является обобщением преоб-
разования Лапласа в том смысле, что при α = 0 оно превращается в левосто-
роннее Лаплас преобразование т.е.

S0[f, x](λ) = L−[f, x](λ).

Используя терминологию Лапласа, в дальнейшем функции класса Cα , ко-
торые удовлетворяют условиям 1)-3), будем называть функциями-оригиналами
или просто оригиналами и обозначим их в дальнейшем через Cα(R+) , а функ-
цию Sα(λ) функцией-изображением или Sα - изображением.

Также, на основе полной аналогии с преобразованием Лапласа формула
обращения для Sα - интегрального преобразования примет такой вид:

f(x) = S−1
α [Sα, λ](ωα(x)) =

1

2πi

s+i∞∫
s−i∞

exp[λωα(x)]Sα(λ)dλ, x ∈ R+, λ ∈ C. (2)
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где Reλ = s > s0 .
Теперь введем понятие сложной свертки для Sα - преобразования.
Определение. Сложной сверткой (сложной потому, что свертываемые

функции являются сложными функциями) двух функций f1, f2 ∈ Cα(R+)

называется интеграл вида h(ωα(x)) =
∞∫
x

f1(ωα(t))f2(ωα(x)− ωα(t))dttα , x ∈ R+

и коротко записывается в виде f1 ∗ f2 или (f1 ∗ f2)(ωα(x)).
Имеет место следующая теорема:

Теорема 8. Пусть f1(ωα(x)) ; S1
α(λ), f2(ωα(x)) ; S2

α(λ), тогда

(f1 ∗ f2)(ωα(x)) ; S1
α(λ)S2

α(λ).

Доказательство. На основе определения Sα - интегрального преобразования
и теоремы Фубини об изменении порядка интегрирования имеем:

Sα{h(ωα(x))} = Sα

 ∞∫
x

f1(ωα(t))f2(ωα(x)− ωα(t))
dt

tα
, x

 (λ) =

=

∞∫
0

exp[−λωα(x)]

∞∫
x

f1(ωα(t))f2(ωα(x)− ωα(t))
dt

tα
dx

xα
=

=

∞∫
0

f1(ωα(t))
dt

tα

∞∫
x

exp[−λωα(x)]f2(ωα(x)− ωα(t))
dx

xα
=

=

∞∫
0

exp[−λωα(t)]f1(ωα(t))
dt

tα

∞∫
0

exp[−λωα(z)]f2(ωα(z))
dz

zα
= S1

α(λ)S2
α(λ),

где в последней части этой цепочки равенств сделана постановка ωα(x) −
ωα(t) = ωα(z) .
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КОНВЕКТИВНЫЙ ТЕПЛООБМЕН ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО
ЛАМИНАРНОГО ПОТОКА МЕЖДУ ДВУМЯ

КОНФОКАЛЬНЫМИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ТРУБАМИ

Казиджанова Н.М.

Филиал Московского государственного университета
имени М.В. Ломоносова в г. Душанбе

(г. Душанбе, Таджикистан)
E-mail: nkazidzhanova@gmail.com

Аннотация. Исследуется конвективный теплообмен при установив-
шемся ламинарном течении жидкости между двумя конфокальными эл-
липтическими трубами с продольным температурным градиентом стенок
и равномерным внутренним тепловыделением. Приведены аналитические
решения уравнения распределения температуры и выражения для тепло-
вых потоков через внутреннюю и внешнюю стенки. Рассмотрены случаи
теплоизолированных стенок и одинаковых температур стенок. Выведены
зависимости для коэффициентов теплоотдачи и чисел Нуссельта, позволя-
ющие оценивать эффективность теплообмена в эллиптических кольцевых
каналах.

Ключевые слова: конвективный теплообмен, осесимметричный тепло-
вой поток, трубы эллиптического сечения, число Нуссельта.
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CONVECTIVE HEAT TRANSFER FOR STEADY LAMINAR
FLOW BETWEEN TWO CONFOCAL PIPES

Kazijanova N.M.

Lomonosov Moscow State University in Dushanbe
(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. Convective heat transfer in steady laminar fluid flow between two
confocal elliptical pipes with a longitudinal wall temperature gradient and uniform
internal heat generation is considered. Analytical solutions for the temperature
distribution equation and expressions for heat fluxes through the inner and outer
walls are presented. Cases of insulated walls and equal wall temperatures are
considered. convective heat transfer, axisymmetric heat flow, elliptical cross-section
pipes, Nusselt number.

Keywords: сonvective heat transfer, axisymmetric heat flow, elliptical cross-
section pipes, Nusselt number.

Рассмотрим эллиптическую кольцевую трубу, подверженную воздействию
двух независимых осесимметричных тепловых потоков через ее внутреннюю и
внешнюю стенки. Вдоль длины трубы, где распределение скорости и темпера-
туры полностью сформировалось, распределение температуры удовлетворяет
уравнению [1]:(

∂2

∂t2
+

∂2

∂η2

)
e = −h(x2 − 2m2 cos 2η) +G (E0 − E2 cos 2η + E4 cos 4η) . (1)

Решение уравнения (1) приведено в [1]:

e = eing0 + h(f0 + f2 cos 2η) +G(e0 + e2 cos 2η + e4 cos 4η) . (2)

Элемент теплового потока du , измеренный в положительном направлении
ξ через элементарную площадь ξ = const цилиндрической поверхности, равен

du = −LFξ∂e
∂ξ

dη,

где L = 0,5(A + B) . A и B представляют собой, соответственно большую
и малую полуоси поперечного сечения внешней эллиптической трубы, а F –
характеристический тепловой поток.

Коэффициенты теплопритока U1 и U2 на единицу длины внутренней и
внешней труб, которые считаются положительными при передаче тепла в
жидкость, выражаются следующим образом:

U1 = Uвнутр = −2πLF

(
βG+ ωhf ′0(ω) logω + ωGe′0(ω) logω

logω

)
, (3)
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U2 = Uвнеш = 2πLF

(
βG+ ωhf ′0(1) logω + ωGe′0(1) logω

logω

)
, (4)

где e′0(ω) = 1
ω e
′
0(1)− I00 и

e′0(1) =
1

4
(1−m8)− 1− ω2

1 + ω2
m4 − 1

4
(1 +m4)− 3

16
u1(1 + ω2)(1 +

m4

ω2
) +

1

4
u2

1a1,

при этом e′0(ω) и e′0(1) – производные e по ξ , вычисленные в точках ξ = ω и
ξ = 1 , и

β =
Eвнутр

LC Pe
, (5)

что является альтернативным определением безразмерной избыточной темпе-
ратуры внутренней стенки.

Ниже приведены два частных значения параметра β .
Для утепленной наружной стены (U2 = 0):

β = βвнутр = −hf
′
0(1) logω +Ge′0(1) logω

G
,

где
f ′0(1) =

1

4
(u1 − 2(1−m4))

Для утепленной внутренней стены (U1 = 0):

β = β0 = −ωhf
′
0(ω) logω + ωGe′0(ω) logω

G
,

где f ′0(ω) =
1

4ω

(
u1 − 2(ω2 − m4

ω2 )).

Разность между ними:

β1 − β0 =
h logω

2G
· (1− ω

2)(1 +m4ω2)

I00 logω
,

где

I00 =
1

4
(1− ω4)(1 +

m8

ω4
)− 2m4 (1− ω2)

(1 + ω2)
(1− ω2)

(
1− m4

ω2

)
u1.

Отношение λ теплопритока от внешней стенки к теплопритоку от обеих
стенок на единицу длины трубы определяется как

λ =
U0

U0 + U1
=

β − βi
βo − βi

и зависит только от безразмерной температуры внутренней стенки β .
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В частном случае равных температур стенок Tвнеш = Tвнутр(β = 0) , со
отношение λ0 равно

λ0 =
0.5h

((
1− m4

ω2

)
(1− ω) + 2(1−m4) logω

)
− 2Ge′0(1) logω

h logω(1− ω2)
(
1 + m4

ω2

)
− 2GI00 logω

.

Введя это отношение µ = λ
λ0
, альтернативную безразмерную избыточную

температуру внутренней стенки β также можно выразить как

β = −(1− µ)
hf ′0(1) logω +Ge′0(1) logω

G
.

После подстановки этого выражения в равенства (3) и (4) внутренние и
внешние тепловые потоки сводятся к:

U1 = 2πLF

(
−0.5h (1− ω2)(1 +

m4

ω2
) + I00G− µ (hf ′0(1) +Ge′0(1))

)
, (6)

U2 = 2πLF (µ (gf ′0(1) +Ge′0(1)) . (7)

Значения λ , β и µ для трех частных случаев следующие:

• для теплоизолированной наружной стенки (Uo = 0):

λ = 0, β = βвнутр, µ = 0;

• при одинаковой температуре стенок (Tвнутр = Tвнеш ):

λ = λ0, β = 0, µ = 1;

• для утепленной внутренней стены (U1 = 0):

λ = 1, β = βo, µ = µo =
1

λ0
.

В случаях равнонаправленных тепловых потоков через обе стенки значение
µ должно попадать в следующие диапазоны:

• для λ > 1 и µ > µo : −1 <
U1

U2
< 0 ;

• для λ < 1 и µ = −n2µo :
U1

U2
< −1 ,
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где n – любой положительный множитель.
Теперь ясно, что любая возможная комбинация тепловых потоков через

стенки может быть представлена либо параметром λ , либо параметром µ .

Коэффициенты конвективной теплопередачи
Смешанная средняя объемная температура

Tm =
ρ

Q

∫
S

WT ds

где S и ds – соответственно полная и элементарная площади поперечного се-
чения. Смешанную среднюю избыточную температуру Em можно аналогично
определить как

Em = Tm − To =
ρ

Q

∫
S

WE ds, (8)

где Q = 2πLRELIoo .
Подставляя приведенное выше выражение Q в равенство (8), получим:

Em = −FL
k
· J
Ioo
, (9)

где

J = − 1

2πLREL

2π∫
0

1∫
ω

ξ

(
1 +

m4

ξ4
− 2

m2

ξ2
cos 2η

)
we dξ dη.

Следует отметить, что для некруглых поперечных сечений равномерное
распределение температуры по периферии не соответствует равномерному
распределению теплового потока по периферии. Средние коэффициенты кон-
вективной теплопередачи hвнеш и hвнутр для внешней и внутренней стенок
могут быть определены следующим образом:

Uo = (Tвнешн − Tm)Pвнеш hвнеш, Ui = (Tвнут − Tm)Pвнутр hвнутр. (10)

Также, используя равенства (5) и (9), множитель в выражении (10) заме-
няется на

Em − Ein = −FL
k
·
(
J

Ioo
+Gβ

)
.

Равенства (6), (7) и (9) дают числа Нуссельта в виде:

Nuo = (DE)1
Ioo
J
µ (hf ′0(1) +Ge′0(1))
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.
Nui =

= (DE)ω
I00

γβIoo + J

(
−h
(

1− ω2

2

)(
1 +

m4

2

)
ω

+ I00G− µ(hf ′0(1) +Ge′0(1))

)
.

Интеграл J вычисляется следующим образом:

J = βGY +G(J0 + J2 + J4) + h(J6 + J8) ,

где

Y = −
1∫

ω

E0 g1
1

ξ
dξ, J0 = −

1∫
ω

E0 e0
1
ξ dξ,

J2 = 1
2

1∫
ω

E2 e2
1
ξ dξ, J4 = −1

2

1∫
ω

E4 e4
1
ξ dξ,

J6 = −
1∫

ω

E0 f0
1
ξ dξ, J8 = 1

2

1∫
ω

E2 f2
1
ξ dξ,

βY = (1− µ)I01

(
hf ′0(1)+Ge′0(1)

G

)
и I01 =

∫ 1

ω E0(log ξ) 1
ξ dξ .
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Аннотация. В настоящий работе доказывается теорема об асимпто-
тическом поведении сумм квадратных корней от количества представлений
натурального произведения четырех натуральных сомножителей. Этот
результат удается доказывать путем удачного выражения производящей
функции этой суммы как произведение квадрата дзета функции Римана и
регулярной функции в интегрируемой области и использования современной
теории дзета функции Римана и метода комплексного интегрирования в
арифметической задачах.
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Annotation. In the present work, a theorem concerning the asymptotic
behavior of the sums of square roots of the number of representations of a natural
number as a product of four natural factors is proved. This result is established
by successfull expressing the generating function of this sum as the product of
the square of the Riemann zeta function and a regular function in an integrable
domain, and by applying modern theory of the Riemann zeta function together
with the method of complex integration in arithmetic problems.

Keywords: critical strip, Riemann zeta function, shifted prime numbers, the
method of complex integration.
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Пусть τk(n) - число представлений n в виде произведения k нату-
ральных сомножителей, т.е число решений в целых положительных числах
m1,m2, ...,mk уравнения

m1 ·m2 · ... ·mk = n

Считаем что τk(0) = 0, τk(1) = 1, τ1(n) = 1 .
Вопрос о поведении среднего значения функции τk(n) был впервые постав-

лен Л. Дирихле в 1849 г.
Введем обозначение

T lk(x) =
∑
n≤x

τk
l(n). (1)

Задачу о верхней оценке суммы Tk
l(x) одним из первых стал рассматривать

К.К. Марджанишвили. В 1939 г. с помощью неравенства

Tk(x) =
∑
n≤x

τk(n) ≤ x
(k − 1 + ln x)k−1

(k − 1)!
. (2)

К.К. Марджанишвили [1] доказал следующую оценку:

T lk(x) =
∑
n≤x

τk
l(n) ≤ xAl

k(k
l − 1 + ln x)k

l−1.

где Al
k = kl

(k!)
kl−1
k−1

при любых целых x ≥ 1, k ≥ 2, l ≥ 1 .

В 2006 г. Д.А. Митькиным была улучшена оценка для Tkl(x). В его работе
[2] получено неравенство

τk(n)τl(n) ≤ τkl(n) (3)

для любых целых n ≥ 1, k ≥ 2, l ≥ 2.
С помощью этого неравенства, используя оценку (2), Д.А. Митькин дока-

зал, что при любых целых n ≥ 1, k ≥ 2, l ≥ 1 выполняется неравенство

T lk(x) =
∑
n≤x

τk
l(n) ≤ x

(kl − 1)!
(kl − 1 + ln x)k

l−1.

Г.В. Федор доказал более точное неравенство для суммы Tk(x) , чем ранее
известное неравенство (2), тем самым улучшив оценку суммы Tk

l(x) т.е

Tk(x) =
∑
n≤x

τk(x) ≤ x
k−1∑
j=0

(
k − 1
j

)
lnj x

j!
.
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При l = 1 сумму (1) будем обозначать

Tk(x) =
∑
n≤x

τk(n). (4)

Как легко видеть, Tk(x)-число решений в натуральных m1,m2, ...,mk нера-
венства

m1 ·m2 · ... ·mk ≤ x,

другими словами, Tk(x)-число целых точек с положительными координата-
ми под гиперболической поверхностью. Для величины Tk(x) можно написать
асимптотическую формулу следующего вида:

Tk(x) = xPk−1(log x) +O(xαk+ε) (5)

где ε > 0 сколь угодно мало, Pk−1 многочлен степени ≤ k − 1 и αk < 1.
Проблема нахождения возможно лучшего значения αk называется пробле-

мой делителей Дирихле. История оценок αk такова:
αk ≤ 1− 1

k , k ≥ 2- Л. Дирихле 1849 г.
αk ≤ 1− 2

k+1 , k ≥ 2- Г. Вороной 1903 и Э.Ландау 1912 г.
αk ≤ 1− 3

k+2 , k ≥ 4- Г.Харди и Д.Литтвуд 1922 г.
А.А. Карацуба доказал что αk ≤ 1− c

k
2
3
.

Все эти оценки из-за формы (5) остаточного члена становятся хуже триви-
альных при k = k0(ε) и, следовательно, (5) теряет смысл, если k → ∞ при
x→∞ .

А. А. Карацуба [3] доказал следующую теорему о асимптотической формуле
для величины Tk(x) , равномерной по параметрам x и k , которая основана на
методе комплексного интегрирования с использованием современных оценок
дзета-функции Римана в критической полосе т.е.

Теорема. Пусть x ≥ 2 и

Tk(x) =
∑
n≤x

τk(n).

Тогда
Tk(x) = xPk−1(log x) + θx

1− γ

k
2
3 (c log x)k

где Pk−1 многочлен степени ≤ k − 1 и γ -абсолютная постоянная.
В настоящий работе доказывается теорема об асимптотическом поведении

сумм квадратных корней от количества представлений натурального произ-
ведения четырех натуральных сомножителей.
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Этот результат удается доказывать путем удачного выражения производя-
щей функции этой суммы как произведение квадрата дзета функции Римана
и регулярной функции в интегрируемой области и использования современ-
ной теории дзета функции Римана и метода комплексного интегрирования в
арифметических задачах.

Для доказательства теоремы воспользуемся следующей леммой
Лемма. Справедливо соотнесение

f(s) =
∞∑
n=1

√
τ4(n)

ns
= ζ2(s)φ(s),

где ζ(s)-дзета функция Римана, φ(s)-регулярная функция в области <s >
0, 5 и

Φ(s) =
∏
p

(
1− 3

p2s
+

2

p3s
+ (1− 1

ps
)2
∞∑
k=2

√(
k + 3

3

)
p−ks

)
.

Теорема. Справедлива следующая асимптотическая формула∑
n≤x

√
τ4(n) = x(A lnx+B) +O(x

1
2+ε),

где

A = φ(1), B = 2φ(1)

∞∫
1

ρ(u)

u2
du+ φ′(1), ρ(u) =

1

2
− {u}

ε-сколь угодно малая положительная величина.
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Аннотация. Изучены коэрцитивные свойства и установлены соответ-
ствующие коэрцитивные оценки для нелинейного дифференциального опе-
ратора второго порядка в весовом пространстве. На основе коэрцитивных
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Karimov O. Kh., Hakimzoda Z.J.

Institute of Mathematics named after Academician A. Juraev of the
National Academy of Sciences of Tajikistan

(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation. Coercive properties are studied and corresponding coercive
estimates are established for a second-order nonlinear differential operator in
a weighted space. Based on coercive estimates, sufficient conditions for the
separability of a given nonlinear differential operator in a weighted Hilbert space
are found.

Keywords: coercive properties, separability, and weighted Hilbert spaces.
В пространстве L2,ρ(R

n) рассматриваем дифференциальное уравнение

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+V (x, u)u(x) = f(x), u(x) ∈ W 2

2,loc(R
n), (1)
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где aij(x) ∈ C2(Rn) , bj(x) ∈ C1(Rn) , V (x, z) – положительная функция.
Определение. Уравнение (1) (и соответствующий ему дифференциальный

оператор) называются разделимыми в L2,ρ(R
n) , если

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, V (x, u(x))u(x) ∈ L2,ρ(R

n),

для всех u(x) ∈ L2,ρ(R
n) ∩W 2

2,loc(R
n) таких, что f(x) ∈ L2,ρ(R

n) .
Термин «Разделимость» в научную литературу был введен после серии ра-

бот В.Н. Эверитта и М. Гирца [1]–[2], опубликованных в семидесятых годах
прошлого столетия. Существенный вклад в дальнейшее развитие этой теории
внесли К.Х. Бойматов, М. Отелбаев и их ученики, (см.[3]–[4] и имеющуюся
там библиографию). Разделимость уравнения (1) рассматривалась в работе
[5]. В нашей работе обобщаются результаты работы [5] в случае весового про-
странства.

В дальнейшем предположим, что V (x, z) ∈ C1(Rn × C).
Найдены условия на функцию V (x, z) , при выполнении которых уравнение

(1) разделяется в пространстве L2,ρ(R
n) , и для всех решений u(x) ∈ L2,ρ(R

n)∩
W 2

2,loc(R
n) таких, что f(x) ∈ L2,ρ(R

n) , справедливы включения

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
, V (x, u(x))u(x) ∈ L2,ρ(R

n),

a
1
2

ij(x)V
1
2 (x)

∂u

∂xj
∈ L2,ρ(R

n), i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n.
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Аннотация. Исследуются дифференциальные инварианты уравнений
второго порядка с управляющим параметром, описывающих консервативные
системы. Методом продолжения векторных полей в пространства джетов
найдены допустимые преобразования и инварианты первого, второго и тре-
тьего порядков. Доказана теорема о каноническом виде уравнений с задан-
ным инвариантом второго порядка.

Ключевые слова: дифференциальные инварианты, консервативные си-
стемы, управляющий параметр, пространства джетов, допустимые преоб-
разования.
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DIFFERENTIAL INVARIANTS OF ONE-DIMENSIONAL
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Annotation. Differential invariants of second-order equations with a control
parameter describing conservative systems are studied. Admissible transformations
and invariants of the first, second, and third orders are found by the prolongation
method in jet spaces. A theorem on the canonical form of equations with a given
second-order invariant is proved.

Keywords: differential invariants, conservative systems, control parameter, jet
spaces, admissible transformations.

Введение
Дифференциальные инварианты играют ключевую роль в классификации

дифференциальных уравнений и изучении их симметрий. Консервативные си-
стемы, характеризующиеся сохранением энергии, описывают широкий спектр
физических явлений: механические колебания, электромагнитные процессы,
квантовые системы. Введение управляющего параметра u позволяет модели-
ровать внешние воздействия или внутренние изменения в системе. Инвари-
анты позволяют разбить уравнения на классы эквивалентности относительно
допустимых преобразований, что существенно упрощает их анализ и решение.

В данной работе рассматривается дифференциальное уравнение с управ-
ляющим параметром:

∂2y(x, u)

∂x2
+ f(x, y(x, u), u) = 0, (1)

где y(x, u) – искомая функция, f(x, y, u) – заданная гладкая функция. По-
иск инвариантов осуществляется геометрическим подходом через простран-
ства джетов.

Постановка задачи и допустимые преобразования
Цель – описать преобразования ϕ : (x, y, u) 7→ (X, Y, U) , сохраняющие

класс уравнений вида (1). Вводится обобщенное векторное поле на простран-
стве 0-джетов J0(R2) с координатами (x, u, y0,0) :

X = A(x, y0,0, u)
∂

∂x
+B(x, y0,0, u)

∂

∂y0,0
+ C(x, y0,0, u)

∂

∂u
.
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Продолжение X(2) этого поля в пространство 2-джетов J2 позволяет записать
условие инвариантности класса уравнений в виде:

X(2)(F )
∣∣
F=0

= G(x, y0,0, u),

где F = y2,0 + f(x, y0,0, u) , а G – произвольная функция. Приравнивая к
нулю коэффициенты при одинаковых степенях y1,0 и y0,1 , получаем систему
дифференциальных уравнений в частных производных на коэффициенты A ,
B , C .

Решая данную систему в предположении, что она выполняется для любой
функции f , находим общий вид допустимого векторного поля:

X = α(x, u)
∂

∂x
+

[(
1

2

∂α

∂x
+ β(u)

)
y0,0 +B0(x, u)

]
∂

∂y0,0
+ C(u)

∂

∂u
,

где α(x, u) , β(u) , B0(x, u) , C(u) – произвольные функции. Эти поля образуют
бесконечномерную алгебру Ли допустимых преобразований. Выделим базис из
четырҷх семейств:

Y1 = α(x, u)
∂

∂x
+ 1

2
∂α
∂x y0,0

∂

∂y0,0
, Y2 = β(u) y0,0

∂

∂y0,0
,

Y3 = B0(x, u)
∂

∂y0,0
, Y4 = C(u)

∂

∂u
.

Допустимые потоки в пространстве джетов
Перейдем к пространству 0 – джетов J0(R3 → R) с координатами

(x, y, u, f0,0,0) , где f0,0,0 – значение функции f . Потокам Y2 , Y3 , Y4 соответ-
ствуют векторные поля:

Z2 = yβ(u)
∂

∂y
− β(u)f0,0,0

∂

∂f0,0,0
,

Z3 = B0(x, u)
∂

∂y
+
∂2B0(x, u)

∂x2

∂

∂f0,0,0
,

Z4 = δ(u)
∂

∂u
.

Дифференциальные инварианты первого, второго и третьего поряд-
ков
Определение. Функция I ∈ C∞(Jk) называется дифференциальным инва-
риантом порядка ≤ k , если для любого продолжения X(k) допустимого век-
торного поля выполнено X(k)(I) = 0 .
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Для нахождения инвариантов первого порядка рассматривается функция

H = g(x, y, u, f0,0,0, f1,0,0, f0,1,0, f0,0,1)

и система уравнений Z
(1)
i (H) = 0 . Решение показывает, что H не зависит ни

от каких переменных, кроме x :

I1 = x. (2)

Таким образом, только переменная x инвариантна; все остальные переменные
преобразуются при допустимых преобразованиях.

Аналогично, в пространстве J2(R3) решается система Z(2)
i (H) = 0 . Инва-

рианты второго порядка:

x, J̃ =
f 2

0,2,0

f 3
0,1,0

≡
f 2
yy

f 3
y

. (3)

Действуя аналогично в пространстве J3(R3) , получаем полный набор ин-
вариантов до третьего порядка включительно:

x,
f0,3,0

f 2
0,1,0

,
f 2

0,2,0

f 3
0,1,0

,

(
f1,2,0f0,2,0 − f0,3,0f1,1,0

)2

f 2
0,2,0 f

3
0,1,0

. (4)

Все перечисленные инварианты сохраняются при любых допустимых преоб-
разованиях.

Основной результат
Теорема. Пусть f(x, y, u) – гладкая функция. Всякое дифференциальное

уравнение вида (1), для которого инвариант второго порядка является функ-
цией только от x :

J̃ =

(
∂2f

∂y2

)2

(
∂f

∂y

)3 = α(x), (5)

допустимыми преобразованиями может быть приведено к виду:

f(x, y, u) = − 4

α(x)
(
g1(x, u) + y

) + g2(x, u), (6)

где g1(x, u) и g2(x, u) – произвольные гладкие функции.
Доказательство. Положим p(x, y, u) = fy(x, y, u) . Тогда

(py)
2

p3
= a(x) =⇒ py = ±

√
a(x) p3/2.
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Разделяя переменные, получаем∫
p−3/2 dp = ±

√
a(x)

∫
dy =⇒ p(x, y, u) =

4(√
a(x) y + C1(x, u)

)2 .

Отсюда
fy(x, y, u) =

4(√
a(x) y + g1(x, u)

)2 ,

и после интегрирования по y имеем

f(x, y, u) = − 4

a(x)
(
y + g1(x, u)

) + g2(x, u),

где g1(x, u) и g2(x, u) — произвольные функции от x и u .�

Заключение
В работе методом продолжения векторных полей в пространства джетов

найдены все допустимые преобразования, сохраняющие класс уравнений (1),
образующие бесконечномерную алгебру Ли. Вычислены дифференциальные
инварианты первого, второго и третьего порядков. Доказана теорема о кано-
ническом виде уравнений с заданным инвариантом второго порядка. Полу-
ченные результаты применимы в задачах механики, управления и физики.
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
МАКСВЕЛЛА ПРИ ЗАДАННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ

МАТЕРИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ С ПОМОЩЬЮ СИНУС
АМПЛИТУДЫ-sn ξ , КОСИНУС АМПЛИТУДЫ-cn ξ И ДЕЛЬТА

АМПЛИТУДЫ-dn ξ ФУНКЦИИ ЯКОБИ

1Курбанов И., 2Сайдалиев Х.П.

1Российско – Таджикский (Славянский) университет
2Бохтарский государственный университет имени Носира Хусрава

(г. Душанбе, Таджикистан)
E–mail: homid-1978@mail.ru

Аннотация. В работе рассматриваются точные и периодические реше-
ния нелинейных задач электродинамики для ферромагнитных и сегнето-
электрических сред. Для получения решений использован метод разложе-
ния по эллиптическим функциям Якоби. Решения поставленных задач на-
ходятся с помощью эллиптических функций синус амплитуды-sn ξ , косинус
амплитуды-cn ξ и дельта амплитуды-dn ξ функции Якоби.
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Annotation. This article discusses exact and periodic solutions to nonlinear
electrodynamic problems for ferromagnetic and ferroelectric media. The solutions
are obtained using the method of expansion in Jacobi elliptic functions. The
solutions to the problems are found using the elliptic functions of sine amplitude-
sn ζ , of cosine amplitude-cn ζ and of delta amplitude-dn ζ of the Jacobi function.
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На плоскости переменных x, t рассматриваем систему вида

−α∂H
∂x

=
∂(D(E))

∂t
+ J(E),

α0
∂E

∂x
= −∂(B(H))

∂t
,

(1)

где α, α0 — постоянные, с определяющими уравнениями

D(E) = ε0E
3, J(E) = σ0E

∂3E

∂x2∂t
,

B(H) = µH2 + µ̃
∂2E

∂x∂t
,

(2)

где σ0, ε0, µ, µ̃ — постоянные.

Из системы (1) с помощью определяющих уравнений (2) приходим к си-
стеме нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными
третьего порядка вида

−α∂H
∂x

= 3ε0E
2∂E

∂t
+ σ0E

∂3H

∂x2∂t
,

α0
∂E

∂x
= −2µH

∂H

∂t
− µ̃ ∂3E

∂x∂t2
.

(3)

Полученная система состоит из двух нелинейных уравнений третьего по-
рядка. Можно сказать, что первое уравнение системы нелинейное, а второе
квазилинейное. Методом разложения по эллиптическим функциям Якоби на-
ходим точное решение системы (3) и приводим утверждение:

Теорема 1. Пусть все коэффициенты системы дифференциальных урав-
нений с частными производными (3) отличные от нуля постоянные.

Тогда нелинейная задача (1) – (3) имеет точное периодическое решение с
помощью sn ξ -синус амплитуды функции Якоби только и только в случае
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α = 0, вида

E(x, t) = E(k(x− ct)) =
1

2

[
4k2σ0(m

2 + 1)

3ε0
±

√
42σ2

0k
4(m2 + 1)2

32ε2
0

− 2µ̃α

µσ0

]
−

− 4k2m2σ0

ε0
sn2(k(x− ct)),

H(x, t) = H(k(x− ct)) =
1

2µc

[
2µσ0α0

3µ̃cε0
+ 4µ̃c2k2(m2 + 1)

]
−

− 6k2m2µ̃c

µ
sn2(k(x− ct)).

(4)
при условии µ 6= 0, c 6= 0, µ̃ 6= 0, ε0 6= 0, σ0 6= 0 .
Таким образом, для поставленной задачи находится следующее точное пе-

риодическое решение с помощью косинус амплитуды - cn ξ и приводится сле-
дующая теорема

Теорема 2. Пусть все коэффициенты системы дифференциальных урав-
нений с частными производными (3) отличные от нуля постоянные.

Тогда нелинейная задача (1) – (3) имеет точное периодическое решение
при помощи косинус амплитуды- cn ξ функции Якоби только и только в
случае α = 0 вида

E(x, t) = E(k(x− ct)) =
1

2

[
−4σ0k

2(2m2 − 1)

3ε0
±

√
42σ2

0k
4(2m2 − 1)2

32ε2
0

− 2µ̃α

µσ0

]
+

+
4k2m2σ0

ε0
cn2(k(x− ct)),

H(x, t) = H(k(x− ct)) =
1

2µc

[
2µσ0α0

3µ̃cε0
+ 4µ̃c2k2(1− 2m2)

]
+

+
6k2m2µ̃c

µ
cn2(k(x− ct)).

(5)
при условии µ 6= 0, c 6= 0, µ̃ 6= 0, ε0 6= 0, σ0 6= 0 .
Аналогичным образом находим решение подставленной задачи (1) – (3) при

помощи дельта амплитуды - dn ξ функции Якоби и приводим следующую
теорему.

Теорема 3. Пусть все коэффициенты системы дифференциальных урав-
нений с частными производными (3) отличные от нуля постоянные.

Тогда задача (1) – (3) имеет точное периодическое решение при помощи
дельта амплитуды - dn ξ Якоби только и только в случае α = 0 вида
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E(x, t) = E(k(x− ct)) =
1

2

[
4k2σ0(m

2 − 2)

3ε0
±

±

√
42k4σ2

0(m2 − 2)2

32ε2
0

+
2µ̃α

µσ0

]
− 4k2σ0

ε0
dn2(k(x− ct)),

H(x, t) = H(k(x− ct)) =
1

2µc

[
2µσ0α0

3µ̃cε0
+ 4µ̃c2k2(m2 − 2)

]
+

+
6k2µ̃c

µ
dn2(k(x− ct)).

(6)

при условии µ 6= 0, c 6= 0, µ̃ 6= 0, ε0 6= 0, σ0 6= 0 .
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КВАЗИГРУПП МАЛОГО ПОРЯДКА

Одилзода О.О.
Таджикский национальный университет

(г. Душанбе, Таджикистан)
okil.komilov@yandex.ru

Аннотация. В данной работе исследуются конгруэнции праводиассоциа-
тивных квазигрупп малого порядка. В связи с этим формулируются задачи
о анализе структуры конгруэнции в праводиассоциативных квазигрупп ма-
лого порядка. Приведена теорема о конгруэнции праводиассоциативных ква-
зигруппах 4-го порядка степени 3. Доказано, что для квазигруппы с тож-
деством праводиассоциативности не существует нетривиальной конгруэн-
ции, что имеет важное значение для структуры этой квазигруппы.

Ключевые слова: Квазигруппа, конгруэнция, праводиассоциативная ква-
зигруппа, разбиение, простота, бинарные операции.

ON CONGRUENCES OF RIGHT-DIASSOCIATIVE
QUASIGROUPS OF SMALL ORDER

Odilzoda O.O.
Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. This paper investigates the congruences of right-diassociative
quasigroups of small order. In this context, problems concerning the structural
analysis of congruences in diassociative quasigroups of small order are formulated.
A theorem on the congruence of right-diassociative quasigroups of order 4 and
degree 3 is presented. It is proven that for a quasigroup satisfying the right-
diassociative identity, no nontrivial congruence exists, which is of significant
importance for the structure of such quasigroups.

Keywords: quasigroup, congruence, right-associative quasigroup, partition,
simplicity, binary operations.

Введение. В теории квазигрупп одной из важных задач является ис-
следование конгруэнций и классов конгруэнтности. Наличие или отсутствие
нетривиальных конгруэнций позволяет определить алгебраические свойства
квазигруппы, в частности еë простоту и структуру разбиений [1-3]. Конгруэн-
ция позволяет упрощать алгебраические системы, сводя их к более простым
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фактор-алгебрам, классифицировать алгебраические структуры по их свой-
ствам.

Также конгруэнции в современной криптографии обеспечивают математи-
ческую основу для защиты информации, работать с модулярной арифметикой,
которая лежит в основе многих криптографических алгоритмов [4].

Для конечных квазигрупп проверка существования конгруэнций тради-
ционными методами связана с перебором возможных разбиений множества
элементов, что при увеличении порядка квазигруппы приводит к высокой вы-
числительной сложности. Но если квазигруппа конечная и малого порядка, то
использования этого метода целосообразно. С помощью данного метода авто-
ром ранее была доказана простота диассоциативных квазигрупп 4-го порядка
[5].

Целью работы является исследование заданной конечной квазигруппы на
наличие конгруэнций с использованием традиционного метода (перебора всех
возможных разбиений множества).

Приведем некоторые известные основные понятия, которые будут исполь-
зованы в статье.

Определение 1. [6] Группоид (Q, ·) называется квазигруппой, если для
любых a, b ∈ Q уравнения

a · x = b, y · a = b (1)

всегда разрешимы, причём однозначно. Квазигруппа (Q, ·) с единицей назы-
вается лупой. Разрешимость в квазигруппах проверяется при помощи таблицы
Кэли группоида (Q, ·) , где все элементы в каждой строке и в каждом столбце
различны.

Определение 2. [7] Квазигруппа (Q, ·) называется праводиассоциативной
степени l если в ней выполняется тождество:

{yl, x} = y(...(y(y︸ ︷︷ ︸
l−pa3

x)...)) = x. (2)

Напомним, что класс диассоциативных квазигрупп был введëн А.Х.Табаровым
[7], в связи с исследованием порядка элементов и обобщением идемпотентных
элементов в линейных квазигруппах.

Определение 3. [6] Эквивалентность θ является конгруэнцией группоида
(Q, ·) , если следующие импликации верны для всех a, b, c ∈ Q :

a θ b⇒ (c · a) θ (c · b), a θ b⇒ (a · c) θ (b · c) (3)

Пример. Пусть (Q, ·) группоид представленный в следующей таблице Кэ-
ли:
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· 1 2 3 4
1 1 3 4 2
2 2 4 3 1
3 3 1 2 4
4 4 2 1 3

Таблица 1. Группоид (Q, ·) 4-го порядка

Очевидно, что (Q, ·) является квазигруппой 4-го порядка, праводиассоци-
ативной степени k = 3 , для которой выполняется условие R3

y = ε . То есть в
(Q, ·) выполняется тождество y · (y · (y · x)) = x, ∀x, y ∈ Q. Далее проводим
анализ таблицы данной квазигруппы.

Структуры разбиений по всевозможным конгруэнциям:
Размер класса Разбиение
1 {{1}{2}{3}{4}} - тривиальная конгруэнция
2 {{1, 2}, {3, 4}}, {{1, 3}, {2, 4}}{{1, 4}, {2, 3}}
4 {1, 2, 3, 4}- тривиальная конгруэнция

Таблица 2. Класс разбиений по всевозможным конгруэнциям

Разбиения на 2 класса по 2 элемента:
{1, 2} с парой {3, 4}
{1, 3} с парой {2, 4}
{1, 4} с парой {2, 3}
Проверка. Пусть θ конгруэнция, которая объединяет элементы 1 и 2 в один

класс эквивалентности, а 3 и 4 в другой:
[1] = {1, 2};
[2] = {3, 4}.
При c = 3, a = 1 и b = 2 по таблице получим 1 · 3 = 4, 2 · 3 = 3 . По

результатам видно, что 1 · 3 и 2 · 3 попадают в один классах эквивалентности.
Аналогично проверим 3 · 1 = 3, 3 · 2 = 1 и получаем противоречие. То есть в
класс разбиений {{a, b}, {c, d}} , при {{1, 2}, {3, 4}} , когда 3 · 1 = 3, 3 · 2 = 1 ,
то получим, что 3 � 1 . По классу {{1, 3}, {2, 4}} также, при 2 · 1 = 2, 2 · 3 = 3
получим 2 � 3 , в классе {{2, 3}, {1, 4}} , когда 2 · 1 = 2, 3 · 1 = 3 , тогда 2 ∼ 3 ,
но когда 1 · 2 = 3, 1 · 3 = 4 , то 3 � 4 , что получили также противоречие.

Видно что, (Q, ·) - праводиассоциативная квазигруппа 4-го порядка степени
k = 3 не имеет нетривиальных конгруэнций в виде разбиения по классам.

Теорема. Праводиассоциативная квазигруппа 4-го порядка степени l = 3
не имеет нетривиальных конгруэнций.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству
теоремы из предыдущей работы автора [5].
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Следствие. Поскольку в праводиассоциативной квазигруппе 4 − поряд-
ка степени l = 3 отсутствуют нетривиальные конгруэнции, рассматриваемая
квазигруппа является простой.
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Аннотация. В работе получены необходимые и достаточные условия
нетеровости двумерных сингулярных интегральных операторов в весовом
пространстве и выведены явные формулы для вычисления их индексов.

Ключевые слова: сингулярный интегральный оператор, нетеровость
оператора, индекс оператора

ON THE COMPUTATION OF THE INDEX AND THE STUDY OF
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SINGULAR INTEGRAL OPERATORS BY THE RIEMANN

PROBLEM METHOD

Odinabekov J.M.
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Annotation . In this paper, necessary and sufficient conditions for the
Noethericity property of two-dimensional singular integral operators in a weighted
space are obtained, and explicit formulas for computing their indices are derived.

Keywords: singular integral operator, Noethericity operator, index operator
Рассмотрим в единичном круге |t| < 1 : следующую краевую задачу:{

Φ−1 (t) = P4(τ, t)Φ
+
1 (t) +Q4(τ, t)Φ

+
2 (t),

Φ−2 (t) = Q4(τ, t)Φ
+
1 (t) + P4(τ, t)Φ

+
2 (t);

(1)

где функции Φ±1 (t), Φ±2 (t), заданы на окружности |t| = 1 и допускают анали-
тическое продолжение: функции с индексом ”+” – внутрь единичного круга,
а с индексом ”-” – вне его. Коэффициенты системы имеют вид

P4(z, t) = t
2

2∑
n=−2

an(z)t2+n, Q4(z, t) = t
2

2∑
n=−2

bn(z)t2−n. (2)

Данная задача возникает при исследовании нетеровости и индекса двумерных
сингулярных интегральных операторов

A ≡ a0(z)I + b0(z)K +

2∑′∑
n=−2

(
an(z)I + bn(z)K

)
Sn, (3)

Показано, что (см. [1]) оператор A является нетеровым тогда и только
тогда, когда нетеровой является соответствующая операторная матрица U,
действующая в пространстве Lpβ−2/p(D), (1 < p <∞, 0 < β < 2).
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U =

(
a0(z)I +

∑2
n=−2 an(z)Sn b0(z) +

∑2
n=−2 bn(z)S−nK

b0(z)I +
∑2

n=−2 bn(z)Sn a0(z)I +
∑2

n=−2 an(z)S−nK

)
Поскольку символ оператора Sn (см.[2]) равен (σσ)n ≡ tn (σ = σ1 + iσ2 6= 0),

то, согласно [3], для нетеровости операторной матрицы U необходимо, чтобы
detGA(z, t) 6= 0 для всех z ∈ D, |t| = 1, где GA(z, t) символ оператора A :

GA(z, t) =

(
P4(z, t) Q4(z, t)

Q4(z, t) P4(z, t)

)
, (4)

и для нетеровости оператора A в Lpβ−2/p(D) необходимо, чтобы

detGA(z, t) = |P4(z, t)|2 − |Q4(z, t)|2 6= 0 ∀z ∈ D. (5)

Основной целью данной работы является установление нетеровости и вы-
числение индекса соответствующего оператора. Получение условий нетеро-
вости и формулы для вычисления индекса данного оператора основано на
решении поставленной задачи.

Займемся решением задачи (1). Из (2) следует, что
P4(z, t) = t

2∑2
n=−2 an(z)t2+n - есть комплексный невырождающийся полином

степени четыре. Пусть qk(z) (k = 1, 2, 3, 4) комплексные корни уравнения
P4(z, t) = 0 . Согласно (5) эти корни не лежат на окружности | t |= 1, то есть
| qk(z) |6= 1, либо | qk(z) |< 1, либо | qk(z) |> 1 и соответственно

detGA(z, t) > 0, то есть |P4(z, t)| > |Q4(z, t)| ∀z ∈ D (6)

эти корни не лежат на окружности |t| = 1, то есть |qk| 6= 1.
Возможно, априори пять случаев:
j0) |qk| > 1, k = 1, 2, 3, 4 т. е. все корни лежат вне круга |t|=1;
jν) |qk| < 1, k = 1, 2, . . . ν, т. е. внутри круга |t|=1 лежат ν (1 ≤ ν ≤ 4)

корней. (7)
Далее все случаи рассматриваются отдельно.Для функций Φ+

1 (t),Φ+
2 (t),

Φ−1 (t),Φ−2 (t) получили следующие выражения:

Φ−1 (t) = c1 +
cn+1

tn

Φ−2 (t) =
Q4(t)

P4(t)

(
c1 +

cn+1

tn

)
+

1

F−(t)

[
cn+2 +

n∑
i=1

cn+2+i
1
t − qin

]
,
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Φ+
1 (t) =

c1 + cn+1

tn

P4(t)
− Q4(t)

F+(t)

(
cn+2 +

n∑
i=1

cn+2+i
1
t − qin

)
Φ+

2 (t) =
P4(t)

F+(t)

[
cn+2 +

n∑
i=1

cn+2+i
1
t − qin

]
Сначала подставим c1 = 0 и cn+1 = 1 , а затем c1 = 1 и cn+1 = 0 , найдем
элементы матрицы Φ−(t) и Φ+(t)

Φ−(t) =

 1
tn 1

Q4(t) 1
tn

P4(t) +

∑n
i=1

c1n+2+i
1
t−qin

F−(t)

Q4(t) 1
tm

P4(t) +

∑n
i=1

c2n+2+i
1
t−qin

F−(t)

 ,

Φ+(t) =

 1
tn

P4(t) −
Q4(t)
F+(t)

∑n
i=1

c1n+2+i
1
t−qin

1
P4(t) −

Q4(t)
F+(t)

∑n
i=1

c2n+2+i
1
t−qin

P4(t)
F+(t)

∑n
i=1

c1n+2+i
1
t−qin

P4(t)
F+(t)

∑n
i=1

c2n+2+i
1
t−qin

 ,

При этом

detΦ−(t) =
Q4(t)∏

k 6=i(gin − gkn)F+(qmin)F
−(t)

6= 0.

detΦ+(t) =
Q4(t)∏

k 6=i(gin − gkn)F+(qmin)F
+(t)

6= 0.

Таким образом, при выполнении условия
ν∏
k=1

Q4(τ, qk(τ)) 6= 0 при z ∈ D и τ ∈ Γ (8)

мы имеем
Φ−(t) = Ω+

A(t)Φ+(t)

или
Ω+
A(t) = Φ−(t)

(
Φ+(t)

)−1

.

Аналогично, доказывается, что при условии (8) имеет место представление

Ω−A(t) = Φ−∗ (t)
(

Φ+
∗ (t)

)−1

.

Введем обозначения

∆ν = |aν|2 − |bν|2, λνn = aνan − bνbn, µνn = aνbn − bνan,
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M = max|t|=1Re
( 4∑
j=1

λjt
j
)
, ν = 0,±1,±2, n = ±1,±2,

где функции λj явно выражаются через коэффициенты оператора A .
Теорема. Для нетеровости оператора A в лебеговых пространствах

Lpβ−2/p(D), 1 < p <∞, 0 < β < 2 необходимо и достаточно выполнение одного
из следующих (исключающих друг друга) условий

∆0(z) > M(z) +
(
M 2(z) +

2∑
n=−2

(|µon(z)|2 − |λon(z)|2)
)1/2

, при ∀z ∈ D, (9)

∆ν(z) > M(z) +
(
M 2(z) +

3∑
n=−3

(|µνn(z)|2 − |λνn(z)|2)
)1/2

, ν = ±1,±2,

ν∏
k=1

Q4(τ, qk(τ)) 6= 0, при ∀ z ∈ D и τ ∈ Γ, (10)

где qk(τ) – корни уравнения P4(τ, t) = 0, τ ∈ Γ, |t| = 1, такие, что
|qk(τ)| < 1 для ∀τ ∈ Γ. При этом, если выполнено (9), то индекс оператора A
равен нулю; если выполнено (10), то

κ = 2
ν∑
k=1

IndΓQ4(τ, qk(τ)).
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Аннотация. Выводится и проверяется аналитическая формула для ко-
эффициента утечки между гармоническими компонентами в непрерывном
вейвлет-преобра-зовании с вейвлетом Морле. Показывается, что коэффици-
ент утечки определяется гауссовой функцией относительного расстояния
между частотами и параметра вейвлета. Результат проверен численным
интегрированием с погрешностью менее 0,002.

Ключевые слова: вейвлет Морле, непрерывное вейвлет-преобразование,
коэффициент утечки, скалограмма, частотное разрешение, гармонический
анализ, вибродиагностика, параметр вейвлета.

ANALYTICAL FORMULA FOR LEAKAGE BETWEEN
HARMONICS IN THE CONTINUOUS WAVELET TRANSFORM

WITH THE MORLET WAVELET

Radzhabova D. I.

Lomonosov Moscow State University in Dushanbe
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation . An analytical formula for the leakage coefficient between
harmonic components in the continuous wavelet transform (CWT) with the Morlet
wavelet is derived and verified. The leakage coefficient is shown to follow a
Gaussian function of the relative frequency separation and the wavelet parameter.
The result is verified by direct numerical integration with an error below 0.002%.

Keywords: Morlet wavelet, continuous wavelet transform, leakage coefficient,
scalogram, frequency resolution, harmonic analysis, vibration diagnostics, wavelet
parameter.
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Введение

Непрерывное вейвлет-преобразование (НВП) является одним из основных ин-
струментов анализа нестационарных сигналов [1, 2]. В отличие от преобразо-
вания Фурье, НВП обеспечивает одновременное представление сигнала в про-
странстве времени и частоты, что делает его полезным в прикладных задачах,
в числе которых — задачи вибродиагностики [3].

Среди семейств вейвлетов вейвлет Морле занимает особое место благодаря
оптимальному соотношению временно-частотной локализации [4]. Его един-
ственный регулируемый параметр ω0 позволяет сохранить компромисс между
временным и частотным разрешением.

При анализе сигналов, содержащих несколько близко расположенных гар-
моник, может возникнуть эффект взаимной интерференции: отклик НВП
на частоте одной составляющей содержит вклад от соседних гармоник. Этот
эффект, в дальнейшем называемый утечкой, непосредственно ограничивает
способность метода различать близкие по частоте сигналы. Закрытая анали-
тическая формула для величины утечки применительно к вейвлету Морле
в литературе, по нашим сведениям, явно не приводилась [5, 6].

Цель настоящей работы — вывести аналитическую формулу для коэф-
фициента утечки ε между двумя гармоническими компонентами в НВП с
вейвлетом Морле как функцию относительного частотного расстояния ∆ν/ν2

и параметра вейвлета ω0 , а также проверить ее численно.

Вывод формулы утечки

Вейвлет Морле определяется как произведение комплексной экспоненты
и гауссова окна:

ψ(t) = eiω0t e−t
2/2, t ∈ R, (1)

где ω0 ≥ 5 — безразмерная центральная частота (параметр вейвлета). Преоб-
разование Фурье вейвлета (1):

ψ̂(ω) =
√

2π · exp

(
−(ω − ω0)

2

2

)
. (2)

В частотной области вейвлет Морле представляет собой гауссиан с центром
в точке ω = ω0 и среднеквадратическим отклонением σω = 1 .

86



НВП сигнала x ∈ L2(R) определяется как:

Wx(a, b) =

+∞∫
−∞

x(t) · ψa,b(t) dt, (3)

где ψa,b(t) = 1√
a
ψ
(
t−b
a

)
. Переходя в частотную область через теорему Парсе-

валя:

Wx(a, b) =

√
a

2π

+∞∫
−∞

x̂(ω) · eiωb · ψ̂(aω) dω. (4)

Масштаб a , настроенный на псевдочастоту ν : aν = ω0/(2πν) .
Рассматривается сигнал из двух гармоник с единичными амплитудами:

x(t) = cos(2πν1t) + cos(2πν2t), 0 < ν1 < ν2. (5)

Подставляя фурье-образ сигнала (5) в формулу (4) при a = aν2 = ω0/(2πν2)
и используя аналитичность вейвлета Морле, получаем:

Wx(ν2, b) = C · eiω2b + eiω1b · exp

(
−ω

2
0

2
·
(

∆ν

ν2

)2
)
, (6)

где C — нормировочная константа, ∆ν = ν2 − ν1 . Из формулы (6) непосред-
ственно следует выражение для коэффициента утечки — отношения амплиту-
ды соседнего отклика к амплитуде собственного:

ε

(
∆ν

ν2
, ω0

)
= exp

(
−ω

2
0

2
·
(

∆ν

ν2

)2
)
. (7)

Формула (7) показывает, что утечка зависит только от относительного рас-
стояния ∆ν/ν2 и параметра ω0 , и не зависит ни от абсолютных значений
частот, ни от времени b . Из (7) следует критерий разделимости: при допусти-
мом уровне утечки ε0 :

∆ν

ν2
≥
√

2 ln(1/ε0)

ω0
. (8)
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В таблице 1 приведены значения правой части (8) для часто используемых
ω0 и ε0 .

ω0 ε0 = 0,10 ε0 = 0,05 ε0 = 0,01
4 0,538 0,612 0,762
5 0,430 0,490 0,609
6 0,358 0,408 0,508
7 0,307 0,350 0,435
8 0,269 0,306 0,381

Таблица 1. Минимальное относительное расстояние (∆ν/ν2)min

Для сравнения: в дискретном преобразовании Фурье (ДПФ) с прямоуголь-
ным окном утечка убывает по степенному закону εFFT ∼ 1

πT∆ν [7], тогда как
в НВП утечка убывает гауссово — значительно быстрее.

Численный эксперимент

Для верификации формулы (7) рассмотрим модельный сигнал вида (5) с ν1 =
100 Гц, ν2 = 150 Гц, ∆ν/ν2 = 0,333 . Параметры эксперимента: частота дис-
кретизации FS = 4000 Гц, длина записи T = 4,0 с, параметр вейвлета ω0 = 6 .
Данная задача имеет прикладное значение в вибродиагностике: гармоника ν1

используется для выявления дефектов подшипника, а гармоника ν2 соответ-
ствует соседнему агрегату.

НВП вычислялось прямым интегрированием (3) на равномерной сетке вре-
менных сдвигов b ∈ [0,5; 3,5] с. По формуле (7) при ω0 = 6 :

ε = e−
62

2 ·0,3332 = e−2,000 ≈ 0,1353.

Нормированная амплитуда на ν2 должна осциллировать между Amin = 1−ε ≈
0,8647 и Amax = 1 + ε ≈ 1,1353 с частотой биений ∆ν = 50 Гц.

Результаты сравнения теоретических и численных значений представлены
в таблице 2.
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Характеристика Теория Эксперимент Погрешность
Коэф. утечки ε 0,135335 0,135334 0,001%
Максимум амплитуды Amax 1,135335 1,135335 <0,001%
Минимум амплитуды Amin 0,864665 0,864667 <0,001%
Частота биений, Гц 50,0 50,0 <0,01%

Таблица 2. Верификация формулы (7) при ν1 = 100 Гц, ν2 = 150 Гц, ω0 = 6

Отличие теории и эксперимента на уровне 0,001% верифицирует аналитиче-
скую точность формулы (7). Аналогичная проверка для ω0 ∈ {4, 5, 6, 7, 8}
показала погрешность не более 0,002% во всем диапазоне (таблица 3).

ω0 ε (формула) ε (числ.) Погрешность
4 0,411112 0,411106 0,002%
5 0,249352 0,249349 0,001%
6 0,135335 0,135334 0,001%
7 0,065729 0,065728 0,001%
8 0,028566 0,028565 0,001%

Таблица 3. Утечка ε при различных ω0 , ∆ν/ν2 = 0,333

Обсуждение

Полученная формула (7) является точным аналитическим результатом, что
подтверждается численной верификацией с машинной точностью (погреш-
ность ∼0,001%). Ключевое свойство — гауссово убывание утечки по ∆ν/ν2 —
принципиально отличает НВП от ДПФ, где утечка убывает лишь по степен-
ному закону.

Из формулы (7) следует: при недостаточном параметре ω0 утечка от сосед-
ней гармоники создаҷт колебания амплитуды с частотой ∆ν , которые могут
быть ошибочно интерпретированы как нестационарность сигнала или развива-
ющийся дефект. При стандартном ω0 = 6 и ∆ν/ν2 = 0,333 утечка составляет
13,5%, что для ν1 = 100 Гц и ν2 = 150 Гц порождает кажущееся колебание
амплитуды ±13,5% с частотой 50 Гц.

Формула (8) позволяет обратить задачу: задав допустимую погрешность δ
и известное ∆ν/ν2 , найти минимально необходимое ω0 :

ω0 ≥
√

2 ln(1/δ)

∆ν/ν2
. (9)

Для рассмотренного примера при δ = 5% : ω0 ≥ 7,3 , то есть необходимо
использовать ω0 ≥ 8 , а не стандартное ω0 = 6 . При ω0 = 8 утечка снижается
до 2,9%.
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Область применимости формулы (7) ограничена следующими условиями:
единичные амплитуды (при A1 6= A2 формула обобщается: ε → (A2/A1) ε);
условие аналитичности ω0 ≥ 5 ; стационарность частот.

Заключение

В настоящей работе получена аналитическая формула (7) для коэффициента
утечки между гармониками в НВП с вейвлетом Морле. Основные результаты:

1. Утечка ε определяется гауссовой функцией от относительного расстоя-
ния между частотами и параметра вейвлета: ε = exp

(
−ω2

0

2 · (∆ν/ν2)
2
)
.

2. Численный эксперимент с прямым интегрированием подтвердил формулу
с погрешностью 0,001% в диапазоне ω0 ∈ [4, 8] .

3. Из формулы получен количественный критерий выбора ω0 для обеспече-
ния заданной точности амплитудного анализа.

4. В отличие от ДПФ, где утечка убывает по степенному закону ∼ 1
πT∆ν ,

утечка НВП убывает гауссово — существенно быстрее при широком рас-
стоянии между частотами.

Полученные результаты могут найти непосредственное применение в за-
дачах вибродиагностики и в задачах, требующих точной оценки амплитуд
близко расположенных гармоник.
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Аннотация. В докладе рассматривается задача математического опи-
сания эволюции распределенных атак отказа в обслуживании (DDoS). Пред-
ложена двухкомпонентная модель: логистическое уравнение описывает ко-
личественный рост суммарной мощности атак, а однородная марковская
цепь задает вероятностные переходы между тремя типологическими клас-
сами (volumetric, application и protocol). Получены условия асимптотической
устойчивости логистической динамики и явное аналитическое выражение
для стационарного распределения цепи. Выполнена калибровка параметров
на временны́х рядах 2000–2025 гг.; построен прогноз до 2030 г. Обсуждается
интеграция модели с методами машинного обучения и нечеткой логики в
контуре SIEM-систем.

Ключевые слова: DDoS-атаки, логистическая модель, марковская цепь,
стационарное распределение, нечҷткая логика, адаптивная калибровка,
SIEM.

A HYBRID LOGISTIC–MARKOV MODEL FOR DDOS ATTACK
FORECASTING

Rahmatov J.Sh.

Center for innovative development of science and digital technologies
of the National Academy of Sciences of Tajikistan

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper addresses the problem of mathematical description of the
evolution of distributed denial-of-service (DDoS) attacks. A two-component model
is proposed: a logistic equation describing the quantitative growth of total attack
intensity and a homogeneous Markov chain governing probabilistic transitions
among three typological classes (volumetric, application, and protocol). Conditions
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for asymptotic stability of the logistic dynamics are derived, along with a closed-
form expression for the stationary distribution of the chain. Parameters are
calibrated on time series 2000–2025; a forecast to 2030 is constructed. Integration
of the model with machine learning and fuzzy logic within SIEM architectures is
discussed.

Keywords:DDoS attacks, logistic model, Markov chain, stationary distribution,
fuzzy logic, adaptive calibration, SIEM.

1. Введение
Распределенные атаки отказа в обслуживании (DDoS) за четверть века

прошли путь от демонстрационных экспериментов до инструмента гибридных
конфликтов. По отчетам NETSCOUT и Cloudflare за 2023–2025 гг., зафиксиро-
ваны инциденты мощностью свыше 3Тбит/с, а среднесуточная регистрируе-
мая активность превышает десятки тысяч событий в глобальном масштабе [1,
2]. Качественно новая структура угрозы: короткие «пиковые» атаки комбини-
руются с продолжительной многовекторной нагрузкой, прикладные сценарии
все чаще замещают классический volumetric-flood [3, 6].

С методологической точки зрения это порождает двуединую задачу прогно-
зирования — количественную (рост интенсивности) и типологическую (транс-
формация структуры). Классические регрессионные подходы удовлетвори-
тельно описывают первую задачу, но плохо учитывают стохастический харак-
тер трансформации между типами атак [4, 6]. Марковские модели хорошо
передают структурные сдвиги, но сами по себе не отражают асимптотику
роста. В работах [9] предложены стохастические уравнения, описывающие
распространение киберугроз по аналогии с эпидемиологическими процесса-
ми; в [10, 11] показано применение нечетких дифференциальных уравнений
для прогнозирования кибератак.

Цель доклада — предложить гибридную модель, объединяющую логисти-
ческую динамику с марковской цепью, установить ее аналитические свойства
и продемонстрировать процедуру адаптивной калибровки по реальным стати-
стическим рядам. Новизна: замкнутое аналитическое представление стацио-
нарного распределения типологических состояний и формализация совмест-
ного обновления детерминированной и стохастической компонент в режиме
скользящего временного окна.

2. Двухкомпонентная математическая модель
2.1. Логистическая динамика интенсивности атак.

Обозначим через N(t) совокупную интенсивность DDoS-активности в мо-
мент времени t (пиковая пропускная способность, Тбит/с). Динамика описы-
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вается логистическим уравнением:

dN(t)

dt
= α ·N(t)− β ·N 2(t), α, β > 0. (1)

Здесь α — коэффициент генерации новых атак (год−1 ); β — коэффициент на-
сыщения инфраструктуры ((Тбит/с)−1 год−1 ). Уравнение (1) допускает ана-
литическое решение:

N(t) =
K

1 + C e−αt
, K =

α

β
, C =

K −N0

N0
. (2)

Точки равновесия: N ∗1 = 0 (неустойчивая) и N ∗2 = α/β (асимптотиче-
ски устойчивая), что следует из линеаризации: f ′(0) = α > 0 , f ′(α/β) =
−α < 0 . Калибровка по данным 2021–2025 гг.: α̂ ∈ [0.18; 0.22] год−1 , β̂ ∈
[0.038; 0.042] (Тбит/с)−1 год−1 , K̂ ≈ 5−6 Тбит/с.

2.2. Марковская модель типологических переходов.
Пусть в каждый момент наблюдения атака относится к одному из трҷх

классов: S1 — volumetric, S2 — application-layer, S3 — protocol-exploit. Эволю-
ция структуры описывается однородной марковской цепью с матрицей пере-
ходных вероятностей

P = (pij), pij ≥ 0,
∑
j

pij = 1, i, j = 1, 2, 3. (3)

По данным Cloudflare Radar и NETSCOUT 2021–2025 гг. [1, 2] эмпирическая
оценка:

P̂ ≈

0.55 0.35 0.10
0.20 0.60 0.20
0.15 0.25 0.60

 . (4)

Цепь неприводима и апериодична, поэтому существует единственное стацио-
нарное распределение π = (π1, π2, π3) , удовлетворяющее πP = π ,

∑
πi = 1 .

Решение линейной системы методом подстановки даҷт:

π1 = π3 = 2
7 ≈ 0.286, π2 = 3

7 ≈ 0.429; π̂ ≈ (0.286; 0.429; 0.286),
∑
πi = 1.

(5)
Второе по модулю собственное значение |λ2| = 0.45 , время релаксации

τ =
1

1− |λ2|
=

1

0.55
≈ 1.8 шага. (6)

На квартальной шкале это менее полугода — существенно короче горизонта
стратегического планирования.
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2.3. Гибридизация и адаптивная калибровка.
Совместное использование моделей (1)–(2) и (3)–(5) порождает векторный

прогноз структуры нагрузки:

Ni(t) = πi(t) ·N(t), i = 1, 2, 3, (7)

где πi(t) — текущая вероятностная доля класса Si , оцениваемая по наблюде-
ниям в скользящем окне шириной w = 3−5 лет. Адаптивная калибровка: (i) α ,
β обновляются МНК по линеаризованной форме решения (2); (ii) матрица
P — как оценка максимального правдоподобия по частотам переходов в окне;
(iii) при разреженных данных применяется нечетко-логическая регуляриза-
ция: α , β заменяются треугольными нечеткими числами α̃ , β̃ с разрешением
через α-срезы по методологии [10, 11].
3. Параметрический анализ (2000–2025)

В таблице приведены оценки параметров по фазовым окнам. Наблюдает-
ся монотонный рост K̂ = α/β с 0.5 до 5.5Тбит/с, отражающий расширение
уязвимой инфраструктуры, и увеличение доли прикладного компонента π2 с
0.15 до 0.48 (обозначения: V — volumetric, A — application, P — protocol).

Период α̂, год−1 K̂, Тбит/с π̂ = (V ; A; P )
2000–2005 0.06 0.50 (0.80; 0.15; 0.05)
2006–2010 0.10 1.00 (0.65; 0.25; 0.10)
2011–2015 0.14 2.00 (0.50; 0.35; 0.15)
2016–2020 0.17 3.47 (0.42; 0.40; 0.18)
2021–2025 0.20 5.00 (0.32; 0.44; 0.24)
Прогноз 2026–2030 0.21 5.53 (0.26; 0.48; 0.26)

4. Заключение
Предложена и аналитически изучена гибридная модель прогнозирования

DDoS-угроз, сочетающая логистическое описание количественной эскалации с
марковским описанием типологических переходов. Получены условия асимп-
тотической устойчивости детерминированной компоненты; аналитически вы-
числено стационарное распределение π = (2/7; 3/7; 2/7) , отражающее доми-
нирование прикладных атак; описана процедура совместной адаптивной ка-
либровки. К 2030 г. асимптотическая емкость достигает 5–6Тбит/с при устой-
чивом сдвиге π2 → 0.48 . Результаты применимы в SIEM – системах и при про-
ектировании адаптивных фильтров на основе машинного обучения и нечеткой
логики. Перспективное направление — обобщение модели на стохастические
дифференциальные уравнения с нечеткими коэффициентами и ее интеграция
в распределенные архитектуры на базе блокчейн.
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ОГРАНИЧЕННОЕ И ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО
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Аннотация. В работе найдены ограниченные и периодические решения
для одного неклассического нелинейного уравнения в частных производных
четвертого порядка методом разложения по эллиптической функции Яко-
би.

Ключевые слова: нелинейные уравнения в частных производных, точ-
ные решения,эллиптические функции, ограниченное решение.

A LIMITED AND PERIODIC SOLUTION OF A NON-CLASSICAL
NON-LINEAR FOURTH-ORDER PRIVATE DERIVATIVES

EQUATION

Safarov D.S., Miratov S.K., Abdulvohid О.

Bokhtar State University named after Nasir Khusraw
(Bokhtar, Tajikistan)

Annotation. In this paper, we find bounded and periodic solutions for a
non-classical nonlinear fourth-order partial differential equation using the elliptic
Jacobi function expansion method.

Keywords: nonlinear partial differential equations, exact solutions, elliptic
functions, bounded solution.

На плоскости R2− переменных (x, t) рассмотрим нелинейное уравнение
вида

∂4u

∂x2∂t2
+ α

∂

∂t

(
u
∂u

∂t

)
+ β

∂2u

∂x2
= a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂t
, (1)

где все коэффициенты α, β, a, b−постоянные.
Уравнение (1) при α = −1, β = 1, a = b = 0, то есть уравнение

∂4u

∂x2∂t2
− ∂

∂t

(
u
∂u

∂t

)
+
∂2u

∂x2
= 0, (2)
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изучено в работе [1]. В работе [2] рассмотрено близкое уравнение, проводяще-
еся к данному уравнению линейной заменой, которое может описывать волны
в плазме.

Для уравнения (2) построены точные решения и проведены анализа их
качественного поведения. построено три семейства точных решений, выра-
жаемых через решения обыкновеных дифференциальных уравнений и ряды
Лорана. Указано несколько их подклассов, выражаемых через элементарные
функции. Показано, что среди них есть как ограниченные глобально по вре-
мени, так и опрокидывающиеся. При решения уравнении (2) использованы
метод бегущей волны, метод разложения переменных и построение решений
специального вида.

В данной работе методом бегущей волны [3] находим ограниченное и пери-
одическое решение по обоим переменным.

Решение уравнения (1) будем искать в виде

u(x, t) = ϕ(τ), τ = x− c0t, c0 = const. (3)

Подставляя это выражение в (1) для ϕ(τ) получим обыкновенное дифферен-
циальное уравнение вида

c2
0ϕ

(4)(τ)− αc2
0(ϕ(τ)ϕ′(τ))′ + βϕ′′(τ) = (a+ c0b)ϕ

′(τ). (4)

В уравнении (4), приравнивая правую часть к нулю, находим c0, то есть
c0 = −b/a и получим уравнение

ϕ(4)(τ)− α(ϕ(τ)ϕ′(τ))′ + β̃ϕ′′(τ) = 0. (5)

Теперь решение этого уравнения находим методом эллиптической функции
Якоби [4,5].

Функции Якоби snτ− эллиптический синус, cnτ− эллиптический косинус,
dnτ− дельта амплитуды определяются следующим образом [5]:

snτ = sinϕ(τ, k) = sinamτ, cnτ = cosϕ(τ, k) = cosamτ, dnτ =
√

1− k2sn2τ ,

k2− модуль функции 0 < k2 < 1.
Функция ϕ(τ, k) = amτ называется амплитуда τ , обращение эллиптиче-

ского интеграла

τ =

ϕ∫
0

(1− k2sin2θ)−
1
2dθ, 0 < k < 1.
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Функции snτ, cnτ имеют периоды 4K , а dnτ− период 2K ,

K =

π
2∫

0

(1− k2sin2θ)−
1
2dθ,

и ограниченные

−1 ≤ snτ ≤ 1, −1 ≤ cnτ ≤ 1, k′ ≤ dnτ ≤ 1,

k′− дополнительный модуль −1 < k′ < 1, k2 + k′2 = 1. Производные этих
функции вычисляются формулами

dsnτ

dτ
= cnτdnτ,

dcnτ

dτ
= −snτdnτ, ddnτ

dτ
= −k2snτcnτ,

эти функции связаны формулами

sn2τ + cn2τ = 1, dn2τ + k2sn2τ = 1.

Теперь решение уравнения (5) будем искать в виде [6]

ϕ(τ) = A+Bdn2τ = A+Bdn2[τ, k], 0 < k2 < 1, (6)

где A,B− параметры, k− модул, dnτ удовлетворяет уравнению [5](
ddnτ

dτ

)2

= (1− dn2τ)(k′2 − dn2τ), (7)

k′2 + k2 = 1, k′− допольнительный модуль.
Диффференцируя функцию (6) дважды, трижды, четвертый раз, для

функцию ϕ(τ), в силу уравнения (7) и равенства (6) получим дифференци-
альные уравнения

ϕ′′(τ) = 2Bk′2 − 4(1 + k′2)(ϕ− A) +
6

B
(ϕ− A)2,

ϕ′′′(τ) = −4(1 + k′2)ϕ′ +
12

B
(ϕ− A)ϕ′,

ϕ(4) = −4(1 + k′2)ϕ′′ +
12

B
(ϕ′2 + (ϕ− A)ϕ′′). (8)

Теперь, сравнивая это уравнение с уравнением (5) вдоль функции (6), за-
ключаем, что функция вида (6) удовлетворят уравнению (5), если их коэф-
фициенты связаны условиями

4(1 + k′2) +
12A

B
= β̃,

12

B
= α.
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Отсюда находим A,B

B =
12

α
, A =

1

α

[
β̃ − 4(1 + k′2)

]
.

Подставляя значения A,B и c0 = −b/a получим решение уравнения (1) в
виде

u(x, t) =
1

α

(
βa2

b2
− 4(1 + k′2)

)
+

12

α
dn2

(
x+

b

a
t

)
, α 6= 0. (9)

Таким образом справедлива
Теорема. Пусть в уравнении (1) все коэффициенты отличны от нуля.

Тогда оно допускает ограниченное и периодическое решение вида (9), причем
по переменной x имеет период 2K , а по переменному t период a

b2K.
Это решение также по τ и по x имеет период 2K , а по t период a

b2K .
Заменяя в формуле (10) sn2τ на cn2τ получим еще одно решение через

эллиптический косинус.
Все полученные три решения составляют ограниченные и периодические

решения уравнения (1). Когда k → 1 в силу того, что snτ → tanhτ, cnτ →
sechτ, dnτ → sechτ , мы получим только ограниченное решение (глобальное
по x и t).
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Аннотация . В жизни встречается много нестандартных задач. Поэто-
му мы их должны решать с помощью известных стандартных элементар-
ных задач. Такой способ встречается в любой области: в науке, в освоении
новой техники и организации дополнительных рабочих сил и вызова крупных
специалистов в строительстве, в медицине, в юриспруденции, в аграрных
задачах, в семье, по соседству и во многих других направлениях. При реше-
нии всех названных задач помогают глубокое логическое взаимопонимание и
соблюдение соответствующих логических законов, математических и ло-
гических преобразований; иногда возникают громадные по виду формулы и
задачи, которые студенты и исследователи должны изучать, разбираться,
развивать и применять на практике.

Keyword : конъюнкция, отрицание эквивалентности, булева алгебра, по-
лином по модулю, полином Жегалкина, операция отрицания, таблица ис-
тинности.

APPLICATION OF POLYNOMIALS AND ZHEGALKINS
THEOREM

Sobirov A.Sh.

Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation . There are many non-standard tasks in life. Therefore, we must solve
them using known standard elementary problems. This method is found in any field:
in science, in the development of technology and the organization of additional
labor and the call of major specialists in construction, in medicine, in law, in
agricultural tasks, in the family, in the neighborhood, and in many other areas. In
solving all the above-mentioned problems, mutual understanding and adherence to
the relevant logical laws are of great help. Analytical and logical transformations
sometimes give rise to cumbersome formal problems that students and researchers
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must study, understand, develop and apply in practice. Starting with Zhegalkin’s
theorem, the development of logical polynomials goes on in parallel with ordinary
polynomials as in higher algebra. Thus, all sciences develop in parallel with the
development of human life. Therefore, competent, sustainable and forward-thinking
specialists and students must engage in a variety of sciences to meet the needs of
the scientific field and the need to provide for consumers.
Keywords: conjuntion, Zhegalkin polynomial, negation operation, distributive law,
truth table, negation of equivalence, Boolean algebra.

1. Начало изложения Логическая операция конъюнкции x ∧ y = xy в
булевой алгебре подобна арифметической операции умножения над числами.

Рассмотрим логическую операцию, определяемую в таблице 1:

x y x⊕ y x⇔ y x⇔ y
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
0 1 1 0 1
0 0 0 1 0

Таблица 1.

где x ⊕ y – новая логическая операция и четвертый столбец есть содержа-
ние операции эквивалентности ⇔ . Жегалкин И.И. – советский математик,
ввел эту логическую операцию и называл ее суммой x и y . Знак ⊕ означает
союз ”или”, который употребляется в строго разделительном смысле. Сравни-
вая таблицы истинности логических операций, видно, что x ⊕ y совпадает с
отрицанием эквиваленции x⇔ y , то есть, x⊕ y ≡ x⇔ y.

Определение 1. Многочленом по модулю 2 называется булева функция
вида:

B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bm (1)

где Bi = x1i∧x2i∧· · ·∧xni и xij – независимые высказывательные переменные.
Формула (1) называется многочленом Жегалкина.

Тождественно истинные формулы называются тавтологиями.
Приведем доказательства следующих тавтологических формул табличным

способом.
1. Для операции отрицания x , выполняется следующая равносильность:

x ≡ 1⊕ x (2)
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x x 1 1⊕ x
1 0 1 0
0 1 1 1

Таблица 2.

2. Кроме того, выполняется следующий дистрибутивный закон:

x ∧ (y ⊕ z) ≡ (x ∧ y)⊕ (x ∧ z). (3)

x y z y ⊕ z x ∧ (y ⊕ z) x ∧ y x ∧ z (x ∧ y)⊕ (x ∧ z)
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Таблица 3.

Результаты пятого и восьмого столбцов таблицы 3 истинности совпадают, по-
этому формула (3) верна.

2. Теорема Жегалкина. Любую булеву функцию можно выразить через
многочлен по модулю 2.

Рассмотрим два возможных случая:

1. f(x1, x2, . . . , xn) ≡ 1 ,

2. f(x1, x2, . . . , xn) 6≡ 0 .

В первом случае f(x1, x2, . . . xi . . . , xn) ≡ xi ⊕ xi ≡ 0 , где 1 ≤ i ≤ n .
Во втором случае, если для системы аргументов:

(a1, a2, . . . , an) , f(a1, a2, . . . , an) = 1 , тогда составим соответствующую полную
элементарную конъюнкцию (ПЭК), то есть, ПЭК=(xa11 ∧ x

a2
2 ∧ · · · ∧ xann ) и,

пользуясь тавтологиями (2.) и (3.), полученные ПЭК можно представить в
виде многочлена по модулю 2. Если для всех систем значений аргументов:

(a1
1, a

1
2, . . . , a

1
n), (a

2
1, a

2
2, . . . , a

2
n), . . . , (a

k
1, a

k
2, . . . , a

k
n)
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функция f(x1, x2, . . . , xi, . . . xn) = 1 (то есть, истина), тогда для каждой
составленной системы набора значений аргументов построим многочлен по
модулю 2, соединим операцией ⊕ , и получим равносильное выражение для
данной булевой функции. Теорема доказана

Пример 1.Рассмотрим тавтологическую формулу f(x, y) = (x ∧ y) ⇒ x , а
затем представим еe в виде полинома Жегалкина.

x y x ∧ y (x ∧ y)⇒ x
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 1

Таблица 4.

Теперь для всех систем аргументов из таблицы 4: (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0) со-
ставим ПЭК и преобразуем их:

x1y1 = xy,

x1y0 = xy = x(1⊕ y) = x⊕ xy,
x0y1 = xy = (x⊕ 1)y = xy ⊕ y,
x0y0 = x y = (1⊕ x)(1⊕ y) = 1⊕ x⊕ y ⊕ xy.

где умножение букв и скобок означает конъюнкцию высказывательных букв
и скобок. Полученные результаты присоединим операцией ⊕ , который дает
полином Жегалкина в следующем виде:

f(x, y) = (x ∧ y)⇒ x ≡ xy ⊕ x⊕ xy ⊕ xy ⊕ y ⊕ 1⊕ x⊕ y ⊕ xy ≡ 1.

Например, представим функцию f(x, y, z) = x⇒ (y ⊕ z) в виде многочле-
на по модулю 2.

Решение. Построим таблицу истинности для данной функции:

x y z y ⊕ z x⇒ (y ⊕ z) x⇒ (y ⊕ z)
1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 0

Таблица 5.
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Из таблицы 5 видно, что f(x, y, z) 6≡ 0 и наборы значений аргументов (1, 1, 1)
и (1, 0, 0) , f = 1(И). Согласно доказательству теоремы, построим ПЭК для
этих систем:

3. x1 ∧ y1 ∧ z1 ≡ x ∧ y ∧ z

4. x1 ∧ y0 ∧ z0 ≡ x ∧ y ∧ z

Согласно тавтологиям (2) и (3), получим:

x ∧ y ∧ z ≡ x ∧ (1⊕ y) ∧ (1⊕ z) ≡ ((x ∧ 1)⊕ (x ∧ y)) ∧ (1⊕ z) ≡
≡ (x⊕ (x ∧ y)) ∧ (1⊕ z) ≡ x ∧ (1⊕ z)⊕ (x ∧ y) ∧ (1⊕ z) ≡

≡ x⊕ (x ∧ z)⊕ (x ∧ y)⊕ (x ∧ y ∧ z).

Теперь соединим формулу (3) с результатом преобразования формулы 4
знаком ⊕ и, учитывая

(x ∧ y ∧ z)⊕ (x ∧ y ∧ z) = 0 ,

получим многочлен Жегалкина:

f(x, y, z) = x⇒ (y ⊕ z) ≡ x⊕ (x ∧ y)⊕ (x ∧ z)

который разлагается с помощью таблицы истинности, единиц формул и пол-
ной элементарной конъюнкции (ПЭК), и является многочленом по модулю 2.
С другой стороны, справедливость этой равносильной формулы проверим с
помощью таблицы истинности:

x y z y ⊕ z x⇒ (y ⊕ z) x⇒ (y ⊕ z) x ∧ y x⊕ (x ∧ y) x ∧ z x⊕ (x ∧ y)⊕ (x ∧ z)
1 1 1 0 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Таблица 6.

где шестой и десятый столбцы таблицы 6 имеют одинаковые логические зна-
чения.

Если в формуле B1⊕B2⊕· · ·⊕Bm (1), заменить ⊕ на + и ∧ на умножение,
тогда формула превращается в обычный алгебраический многочлен.
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Теперь составим подробные примеры полинома Жегалкина:
3. Применение разложения булевых функций в виде полинома

Жегалкина
Преобразование булевых функций до их представления в виде полиномов

Жегалкина напоминает исследователям и специалистам о технологической
разработке и стандартном сохранении продуктов питания, одежды, здоровья,
отношений, организации строительства, аграрных задач, задач быта, отдыха
и других необходимых задач. Действительно:

1. Исследователи после подготовки всех необходимых теоретических и прак-
тических материалов, по указанию научного руководителя, начинают ве-
сти экспериментальную работу.

2. После подготовки необходимых наборов продуктов питания, их техноло-
гии требуют много преобразований и переходов.

3. Алгоритм обработки молока, масла, кислого молока, творога и сметаны –
полезные незаменимые преобразования, требующиеся в рационе питания
населения.

4. Компьютер представит стандарт всех рукописей, таблиц, графиков, схем
и диаграмм, кроме того, научно-практических вычислений и расчетов.

5. Имеются технологические механизмы или электрические станки, с по-
мощью которых можно разработать круглый лес для использования на
строительных объектах и мебельных фабриках.

6. С помощью аппаратов и соответствующих технологий из опилок дере-
вьев, совмещая химические вещества, можно подготовить дверь, фанеру,
ДСП, ДВП, бумагу и другие необходимые материалы для быта.

7. Приготовление вкусной пищи, использование фруктов и ягод, напитков,
настоек из некоторых трав имеют очень полезные лечебные свойства, так
как они являются ежедневной потребностью людей.

8. Арифметические расчеты, дифференцирование, интегрирование и другие
операции над числами и функциями применяются при решении матема-
тических, физических, химических задач во всех сферах науки с точки
зрения практики и теории.

9. Информатика, компьютеризация, программирование и моделирование
достигли высоких результатов, которые применяются во всех отраслях

105



науки, в руководстве, документации и в жизни. В этом большая заслуга
принадлежит математической логике.

10. Все эти названные комбинации и пункты в науке и жизни достигли высо-
ких успехов благодаря разумному подходу человека: специалистов, уче-
ных, экспериментаторов и потребителей.

11. Все высказанные теории и практики на языке алгебры Буля образуют
суперпозицию, то есть преобразования научных и жизненных задач, где
преподаватели, последователи и ученые должны их алгоритмировать.

12. Названные пункты день за днем расширяются, так как наука и челове-
чество развиваются постоянно.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Собиров А.Ш. Дискретная математика и логика (на таджикском языке)
– Душанбе: ООО Нушбод – 2022. – 234 с.

2. Шапорев С.Д. Математическая логика. СПб.: БХВ-Петербург – 2005 –
410 с.

УДК 517.968.2

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ЯВНЫХ И НЕЯВНЫХ
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ

ПЕРЕНОСА

Хайбулоев Д.А.
Филиал Московского государственного университета

имени М.В. Ломоносова в городе Душанбе
(г. Душанбе, Таджикистан)

damirkhaibuloev@gmail.com

Аннотация. В данной работе представлено комплексное исследова-
ние численных методов решения одномерного уравнения переноса с раз-
личными типами коэффициентов: постоянным, зависящим от времени,
от пространственной координаты и смешанным. Рассмотрено 18 конечно-
разностных схем, разделенных на группы явных и неявных методов. Для
каждой схемы проведен расчет погрешностей по трем нормам: L1, L2 и L∞ .
Верификация результатов проводилась путем сравнения с точными анали-
тическими решениями. Анализируются вопросы устойчивости, диссипации
и дисперсии схем.
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Ключевые слова: уравнение переноса, разностные схемы, неявные мето-
ды, TVD, MUSCL, нормы погрешности, устойчивость, численные методы.

COMPARATIVE ANALYSIS OF EXPLICIT AND IMPLICIT
FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR SOLVING THE

ADVECTION EQUATION

Khaibulaev D.А.
Lomonosov Moscow State University in Dushanbe

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. This paper presents a comprehensive study of numerical methods for
solving the one-dimensional advection equation with various types of coefficients:
constant, time-dependent, space-dependent, and mixed. Eighteen finite-difference
schemes, categorized into explicit and implicit methods, are considered. For each
scheme, error calculations were performed using three norms: L1, L2 , and L∞ .
The results were verified by comparison with exact analytical solutions. Issues of
stability, dissipation, and dispersion of the schemes are analyzed.

Keywords: advection equation, finite difference schemes, implicit methods,
TVD, MUSCL, error norms, stability, numerical methods.

1. Введение
Уравнение переноса является фундаментальным в задачах гидродинами-

ки, метеорологии и теории фильтрации. Оно описывает перенос некоторой
субстанции в пространстве с заданной скоростью. Несмотря на кажущуюся
простоту, численный расчет уравнения переноса сопряжен с рядом трудно-
стей: возникновением нефизических осцилляций, размытием профиля реше-
ния (численной диффузией) и потерей устойчивости при нарушении условия
Куранта-Фридрихса-Леви (CFL).

Целью данной работы является сравнительный анализ эффективности яв-
ных и неявных разностных схем при различных физических условиях. Ак-
туальность исследования обусловлена необходимостью выбора оптимальных
алгоритмов для моделирования процессов переноса в средах с переменными
характеристиками.

2. Постановка задачи и численные методы
Рассматривается задача Коши для уравнения:

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
= 0, x ∈ [xmin, xmax], t > 0

с начальным профилем u(x, 0) = φ(x) .
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В работе исследованы следующие **явные схемы**: против потока (Upwind),
Лакса-Фридрихса, Лакса-Вендроффа, центральная схема с искусственной вяз-
костью, схема Мак–Кормака, схема Русанова, схема Годунова, а также совре-
менные схемы с ограничителями потоков: TVD (minmod) и MUSCL.

Группа **неявных схем** включает в себя: неявную схему против потока,
центральную неявную схему, неявный аналог схемы Лакса–Вендроффа, схему
Кранка–Николсона, общую противопоточную схему, а также модификации с
линейной, нелинейной вязкостью и вязкостью 4–го порядка.

3. Аналитические решения
Для оценки точности численного моделирования были получены точные

решения для четырех случаев:

1. При a = const : u(x, t) = φ(x− at) .

2. При a = a(x) : u(x, t) = φ(
∫ x
x0

1
a(θ)dθ − t) .

3. При a = a(t) : u(x, t) = φ(x−
∫ t

0 a(θ)dθ) .

4. При a(x, t) = x− t : u(x, t) = φ(e−t(x− t− 1) + 1) .

4. Результаты расчетов
В данном разделе приведены таблицы погрешностей. Из-за большого ко-

личества схем (18 наименований), данные разделены на блоки для явных и
неявных методов.

5. Анализ явных схем
Явные схемы просты в реализации, однако их устойчивость ограничена

условием C = |a|∆t∆x ≤ 1 .

Исследованы схемы: ПП, ЛФ, ЛВ, ЦВ, МК, TVD, MSL, РС, ГД (явные
2.1–2.9) и НПП, НЦ, НЛВ, КН, ОПП, ЛВз, В4, НВз, НГД (неявные 3.1–3.9).

Таблица 1. Явные схемы, a=const

Таблица 2. Явные схемы, a=a(x)
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Таблица 3. Явные схемы, a=a(t)

Таблица 4. Явные схемы, a=x-t

Таблица 5. Явные схемы, a=const

Таблица 6. Явные схемы, a=a(x)

Таблица 7. Явные схемы, a=a(t)

Таблица 8. Явные схемы, a=x-t

6. Заключение. В ходе работы проведено масштабное сравнение 18 чис-
ленных алгоритмов. Анализ норм ошибок L1, L2, L∞ показал, что: 1. Схе-
мы высокого порядка (MUSCL, TVD) значительно превосходят классические
схемы первого порядка по точности, эффективно подавляя осцилляции. 2.
Неявная схема Кранка-Николсона демонстрирует наилучший баланс между
устойчивостью и погрешностью в сложных случаях со смешанными коэффи-
циентами a(x, t) . 3. В случае a = x−t большинство явных схем теряют устой-
чивость (нормы ошибок стремятся к бесконечности), в то время как неявные
схемы сохраняют работоспособность.
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Аннотация . В работе исследуется вопрос о приближении почти–
периодических функций целыми функциями конечной степени с произволь-
ным спектром в равномерной метрике. Также устанавливаются необ-
ходимые и достаточные условия принадлежности равномерных почти–
периодических функций к классу целых функций.
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Annotation . The paper is devoted to investigation of a problem of approximation
of almost periodic functions by entire functions with given spectrum in uniform
metric. Also necessary and sufficient conditions for belonging of uniformly almost
periodic functions to the class of entire functions are installed.

Keywords : almost periodic functions, Fourier series, spectrum to function,
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Пространство равномерных почти–периодических функций, его обозначим
через B , есть замыкание множества тригонометрических полиномов

T (x) =
n∑
k=1

Akexp(iλkx),

где Ak — коэффициенты Фурье, λk — показатели Фурье (спектр функции
f(x) ∈ B), с нормой

||f(x)||B = sup
−∞<x<∞

|f(x)|.

Рассмотрим класс функций f(x) ∈ B с произвольным спектром {λk} , т.е.
функций, имеющих ряд Фурье вида

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

Akexp(iλkx), (1)

где

Ak = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f(x)exp(−iλkx)dx.

Известно [1], что для класса функций f(x) ∈ B) величина Ak может от-
личаться от нуля не более чем на счетном множестве значений спектра λ .
Именно это обстоятельство делает возможным распространение понятия ряда
Фурье на область почти–периодических функций.

Через Gσ (σ > 0) обозначим класс ограниченных на всей действитель-
ной оси целых функций степени не выше σ . Рассмотрим следующий важный
вопрос. Пусть дана функция f(x) ∈ B . Каковы необходимые и достаточ-
ные условия для принадлежности этой функции к классу Gσ . Для решения
этого вопроса докажем утверждение, которое ранее без доказательства приве-
дено автором в работе [2] и используется для получения основных результатов
данной работы.
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Теорема 1. Для того чтобы равномерная почти–периодическая функция
f(x) принадлежала классу Gσ необходимо и достаточно, чтобы ее показа-
тели Фурье Λ{λk} удовлетворяли неравенству

|λk| ≤ σ. (2)

Доказательство (достаточность). Рассмотрим функцию

fa,b(x) =

∞∫
−∞

f(x+ u)ϕa,b(u)du,

где

ϕa,b(u) =
2sinb−a2 u · sinb+a2 u

π(b− a)u2
.

Покажем, что функция fa,b(x) является непрерывной и почти–периодической
функцией. Действительно, так как [3] (см.[3], с. 76)

∞∫
−∞

|ϕa,b(u)|du ≤ A+Bln
a+ b

b− a
,

где A и B — абсолютные константы, то

|fa,b(x+ τ)− fa,b(x)| ≤
∞∫

−∞

|f(x+ u+ τ)− f(x+ u)| · |ϕa,b(u)|du ≤

≤ sup
−∞<x<∞

|f(x+ u+ τ)− f(x+ u)|(A+Bln
a+ b

b− a
).

Отсюда следуют непрерывность и почти–периодичность функции fa,b(x).
Полагая a = λ, b = 2λ , имеем

fa,b(x) =
2

λπ

∞∫
−∞

f(t)
sinλ(t−x)

2 sin3λ(t−x)
2

(t− x)2
dt ∼

∞∑
k=−∞

Akexp(iλkx).

Поэтому в силу теоремы единственности [1] (см. [1], с. 73)

fa,b(x)→ f(x).
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Необходимость. Пусть равномерная почти–периодическая функция f(x)
принадлежит классу Gσ и имеет ряд Фурье вида (1). Тогда, при любом нату-
ральном r имеет место

f (r)(x) ∼
∞∑

k=−∞

(iλk)
rAkexp(iλkx).

Используя неравенство С.Н. Бернштейна, получим

|f (r)(x)| ≤ σr · sup
x
|f(x)| = σr · C.

Поэтому

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

|f (r)(x)|2dx ≤ σ2r · C2.

Тогда с помощью неравенства Бесселя, получим, что при любом r = 1, 2...

|λk|2r|Ak|2 ≤ σ2r · C2

или

|Ak| ≤ C · ( σ

|λk|
)r.

Из последнего неравенства следует, что при |λk| > σ справедливо Ak = 0 .
Теорема 1 полностью доказана.

С.Н. Бренштейн [4] установил, что среди функций из класса Gσ , осуществ-
ляющих на всей действительной оси наилучшее равномерное приближение 2π
– периодической функции f(x) найдется тригонометрический полином степе-
ни не выше σ . Доказательство основывается на то, что, если gσ(f ;x) ∈ Gσ

и

sup
−∞<x<∞

|f(x)− gσ(f ;x)| = Aσ(f), (3)

где Aσ(f) — наилучшее равномерное приближение порядка σ периодической,
периода 2π , функции посредством функций из класса Gσ , то равномерно по
всем x (−∞ < x <∞) имеют места следующие оценки:

|f(x)− 1

2n+ 1

n∑
k=−n

gσ(x+ 2kπ)| ≤ Aσ(f), (4)
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lim
n→∞

1

2n+ 1

n∑
k=−n

{gσ(x+ 2kπ + 2π)− gσ(x+ 2kπ)} = 0. (5)

Отметим, что вышеприведенный результат С.Н. Бернштейна можно полу-
чить также, если вместо (4) и (5) использовать соотношения

|Φn(x)−Qσ,N,n(x)| ≤ Aσ(f),

где σ > 0;N, n — любые натуральные числа,

Φn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)Fn(t)dt =
1

2πN

2πN∫
−2πN

f(x+ t)Fn(t)dt,

Qσ,N,n(x) =
1

2πN

2πN∫
−2πN

f(x+ t)Fn(t)dt, Fn(t) =
sin2(n+ 1) t2
2(n+ 1)sin2 t

2

,

и при всяком фиксированном n равномерно по x ∈ (−∞,∞)

lim
N→∞

{Qσ,N,n(x+ 2π)−Qσ,N,n(x)} = 0.

При проведении аналогичных исследований, в отличие от периодического
случая, где условия накладываются только на гладкости функций, для f(x) ∈
B требуются дополнительные условия и на поведения показателей Фурье (см.
напр., [5] или [6]):

а) когда показатели Фурье имеют предельную точку в бесконечности, т.е.

|λk| < |λk+1|, lim
k→∞
|λk| =∞;

б) когда показатели Фурье имеют предельную точку в нуле,

|λk| > |λk+1|, lim
k→∞
|λk| = 0.

Впервые аналог теоремы С.Н. Бернштейна для функций f(x) ∈ B встреча-
ется в работах Е.А. Бредихиной [7]-[8]. Используя метод доказательства С.Н
Бернштейна, она установила, что если функция f(x) ∈ B и имеет ряд Фурье

f(x) ∼
∑
k

Akexp(iλkβx),

114



имеющий показатели Фурье с предельной точкой в бесконечности, то среди
функций gσ(x) ∈ Gσ (σ > 0) , для которых имеет место равенство (3), най-
дется тригонометрический полином степени не выше σ .

Сформулируем основной результат данной заметки, который являет-
ся также аналогом теоремы С.Н. Бернштейна для равномерных почти–
периодических функций c произволь-ными показателями Фурье {λk} (k =
0,±1,±2, . . .) .

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ B и

Aσ(f) = sup
−∞<x<∞

|f(x)− gσ(f ;x)| (σ > 0).

Тогда для любого ε > 0 найдется конечная тригонометрическая сумма

Pσ(x) =
n∑
k=1

bkexp(iλkx) (|λk| ≤ σ),

для которой равномерно по x справедлива

|f(x)− Pσ(x)| ≤ Aσ(f) + ε.

Доказательство. Пусть множество чисел β{βk} является базисом для
множества Λ{λk} показатель Фурье функции f(x) и β{βk} ⊂ Λ{λk} (см.
[1], с. 99). Рассмотрим суммы Бохнера–Фейера, соответствующие равномер-
ной почти–периодической функции f(x)

P
(m)
N (f ;x) = lim

T→∞

1

2T

T∫
−T

f(x+ t)K
(m)
N (t)dt =

=
∑
|νk|≤nk

(1− |ν1|
n1

) . . . (1− |νr|
nr

)exp
[
i
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)]
·

·A
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)
(k = 1, ..., r),

где A( ν1m!β1 + ...+ νr
m!βr) — коэффициенты Фурье функции f(x) , соответству-

ющий показателю Фурье λν = ν1
m!β1 + . . .+ νr

m!βr

K
(m)
N (t) =

r∏
j=1

Knj(
βjt

m!
), Knj(

βjt

m!
) =

∑
|ν|≤nj

(1− |ν|
nj

)exp
[
−i( ν

m!
βj)
]
.
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Известно [1] (см. [1], с. 103), что K(m)
N (t) положительны и

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

K
(m)
N (t)dt = 1.

Пусть теперь gσ(x) ∈ Gσ удовлетворяет соотношению (3). Рассмотрим
функцию

FN,T (x) =
1

2T

T∫
−T

f(x+ t)K
(m)
N (t)dt,

для которой равномерно по x ∈ (−∞,∞)

lim
T→∞

FN,T (x) = P
(m)
N (x) = P

(m)
N (f ;x),

и функцию

Qσ,N,n(x) =
1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t)K
(m)
N (t)dt,

где gσ(x) ∈ Gσ и равномерно по x выполняются

|gσ(x)| ≤ C, |f(x)− gσ(x)| ≤ Aσ(f).

В силу теоремы Бохнера–Фейера для ε > 0 укажем N таким, чтобы

|f(x)− P (m)
N (x)| ≤ ε. (6)

Далее, очевидно, что

|FN,T (x)−Qσ,T,N(x)| ≤ Aσ(f) · 1

2T

T∫
−T

K
(m)
N (t)dt, (7)

и при T →∞ правая часть в (7) стремится к числу Aσ(f) .
Так как gσ(x) ∈ Gσ и |gσ(x)| ≤ C , то при фиксированном σ > 0 каждая

из функций Qσ,T,N(x) является целой функцией степени ≤ σ и

|Qσ,T,N(x)| ≤ C · 1

2T

T∫
−T

K
(m)
N (t)dt ≤ C1,
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равномерно по x, T,N .
Нетрудно убедиться в том, что совокупность функций {Qσ,T,N(x)} равно-

степенно непрерывна на (−∞,∞). Следовательно, для фиксированного N
можно указать последовательность чисел {Tl} , для которой

lim
Tl→∞

Qσ,Tl,N(x) = Qσ,N(x)

равномерно на любом конечном отрезка вещественной оси. При этом Qσ,N(x)
принадлежит классу функций Gσ и, в силу (7)

|P (m)
N (x)−Qσ,N(x)| ≤ Aσ(f) (8)

равномерно по x и N .
Покажем, что предельная функция Qσ,N(x) в соотношении (8) является

равномерной почти–периодической функцией.
Взяв произвольное действительное число τ , рассмотрим разность

Qσ,T,N(x+ τ)−Qσ,T,N(x) =

=
1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t+ τ)K
(m)
N (t)dt− 1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t)K
(m)
N (t)dt =

=
1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t+ τ){K(m)
N (t)−K(m)

N (t+ τ)}dt+

+
1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t+ τ)K
(m)
N (t+ τ)dt− 1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t)K
(m)
N (t)dt =

=
1

2T

T∫
−T

gσ(x+ t+ τ){K(m)
N (t)−K(m)

N (t+ τ)}dt+

+
1

2T

T+τ∫
T

gσ(x+ u)K
(m)
N (u)du+

1

2T

−T∫
−T+τ

gσ(x+ u)K
(m)
N (u)du =

= I1(T ) + I2(T ) + I3(T ).
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Так как |gσ(x)| ≤ C равномерно по x ∈ (−∞,∞) , при фиксированных τ и N

lim
T→∞

I2(T ) = 0, lim
T→∞

I3(T ) = 0. (9)

Пусть f(x) ∈ B со спектром Λ{λk} . Тогда [3] (см. [3], с. 104) для любых
целых чисел N, nk и δ > 0 (δ < π) существует такое положительное число ε =
ε(N, δ) , что все ε — почти–периоды функции f(x) удовлетворяют неравенства

|λkτ − 2πnk| < δ (k = 1, 2, ..., N).

Поэтому, в качестве τ взяв ε — почти–период функции f(x) , получим, что

|I1(T )| ≤ C · 1

2T

T∫
−T

∣∣∣K(m)
N (t+ τ)−K(m)

N (t)
∣∣∣ dt ≤

≤ C ·
∑
|νk|≤nk

∣∣∣exp [−i( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)]
− 1
∣∣∣ (1− |ν1|

n1
) . . . (1− |νr|

nr
) ≤

≤ C · Sn ≤ C ·N · δ (k = 1, 2, ..., r),

где

Sn = 2
N∑
ν=1

∣∣∣∣sinλντ2
∣∣∣∣ , λν =

ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr,

а N — количество слагаемых. При δ = ε
C·N получим, что

|I1(T )| ≤ ε. (10)

Из (9) и (10) вытекает, что при фиксированном N равномерно по x ∈
(−∞,∞)

lim
T→∞

|Qσ,T,N(x+ τ)−Qσ,T,N(x)| ≤ ε.

Следовательно, функция Qσ,N(x) также является равномерной почти–периоди
-ческой.

В действительности функция Qσ,N(x) конечная тригонометрическая сум-
ма со спектром, удовлетворяющим условию (2)из совокупности Λ{λk} (k =
1, 2, ..., N) . Это следует из того, что
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Qσ,N(x) = lim
Tl→∞

Qσ,Tl,N(x) = lim
Tl→∞

1

2Tl

Tl∫
−Tl

gσ(x+ t)K
(m)
N (t)dt =

=
∑
|νk|≤nk

C
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

) r∏
k=1

(
1− |νk|

nk

)
exp(i

νk
m!
βk) (k = 1, 2..., r),

где

C
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)
=

= lim
Tl→∞

1

2Tl

Tl∫
−Tl

gσ(x+ t)exp
[
−i
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)
(x+ t)

]
dt =

= lim
Tl→∞

1

2Tl

Tl+x∫
−Tl+x

gσ(u)exp
[
−i
( ν1

m!
β1 + . . .+

νr
m!
βr

)
u
]
du =

= lim
Tl→∞

1

2Tl

Tl+x∫
−Tl+x

gσ(u)exp(−iλνu)du.

То,что λk ≤ σ вытекает из теоремы 1. Взяв N таким, чтобы выполнялось
неравенство (6), оценим разность

|f(x)−Qσ,N(x)| ≤ |f(x)− P (m)
N (x)|+ |P (m)

N (x)−Qσ,N(x)|.
В силу (6) и (8) получаем утверждение теоремы 2.
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УДК 517.9

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

СО СЛАБОЙ СИНГУЛЯРНОЙ ТОЧКОЙ

Шамсудинов Ф.М., Иззатуллоев Д., Вализода Р.С., Бадриддинзода Н.

Бохтарский государственный университет имени Носира Хусрава
(г. Бохтар, Таджикистан)
E–mail: faizullo100@yahoo.com

Аннотация. В работе для одной переопределенной системы дифферен-
циальных уравнений первого порядка с сингулярной точкой, получены пред-
ставления многообразия решений при помощи одной произвольной постоян-
ной. Изучены свойства полученного решения, а также рассмотрена задача
с начальными данными.

Ключевые слова: переопределенная система, многообразия решений,
прямоугольник, сингулярный коэффициент, свойства решений

ON A CLASS OF OVERDETERMINED SYSTEMS OF
SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH A WEAK

SINGULAR POINT

Shamsuddinov F.M., Izzatulloev D., Valizoda R.S., Badriddinzoda N.
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Bokhtar State University after named Nosir Khusrav
(Bokhtar, Tajikistan)

Annotation. For one overdetermined system of first-order differential equations
with a singular point, representations of the manifold of solutions using one
arbitrary constant are obtained. The properties of the obtained solution are studied,
as well as problem with initial data are set and solved.

Keywords: overdetermined system, solution manifolds, rectangle, singular
coefficient, properties of solutions

Через Ω обозначим параллелепипед

Ω = {(x, y, z), 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c} .

Соответственно обозначим:

Ω11 = {x = 0, 0 < y < b, 0 < z < c} , Ω21 = {y = 0, 0 < x < a, 0 < z < c} ,

Ω31 = {z = 0, 0 < x < a, 0 < y < b} , Γ11 = {y = 0, z = 0, 0 < x < a} ,

Γ21 = {x = 0, z = 0, 0 < y < b} , Γ31 = {x = 0, y = 0, 0 < z < c} .

В области Ω рассмотрим переопределенную систему дифференциальных
уравнений следующего вида

uxy +
a1(x, y, z)

rα
ux +

b1(x, y, z)

rβ
uy +

c1(x, y, z)

rα+β
u =

f1(x, y, z)

rα+β
,

∂u

∂y
+
a2(x, y, z)

rγ
u =

f2(x, y, z)

rγ
,

∂u

∂z
+
b2(x, y, z)

rδ
u =

f3(x, y, z)

rδ
,

(1)

где r =
√
x2 + y2 + z2, ai(x, y, z), bi(x, y, z), fj(x, y, z), α = 1, 2, j = 1, 3 –

заданные функции в области Ω, α < 1, β < 1, γ < 1, δ < 1 , u(x, y, z) –
искомая функция.

Исследованию дифференциальных уравнений и переопределённых систем
с сингулярными коэффициентами посвящены работы [1] - [7].

В настоящей работе на основе способа разработанного в [1] и [2] получе-
но представление многообразия решений системы уравнений (1) при помощи
одной произвольной постоянной.
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Пусть второе уравнение системы (1) является основным (базовым). В этом
случае, подставляя решение второго уравнения в первое и третье уравнения
системы (1), получим переопределенную систему первого порядка вида

∂ψ2(x, z)

∂x
+

b1(x, 0, z)√
(x2 + z2)β

ψ2(x, z) =
f1(x, 0, z)√
(x2 + z2)α+β

,

∂ψ2(x, z)

∂z
+

b2(x, 0, z)√
(x2 + z2)δ

ψ2(x, z) =
f3(x, 0, z)√
(x2 + z2)δ

.

(2)

В случае, когда второе уравнение системы (2) является основным, получено
следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) α < 1, β < 1, γ < 1, δ < 1
коэффициенты и правые части удовлетворяют следующим условиям

1. a2(x, y, z) ∈ C1
x(Ω), b1(x, y, z) ∈ C1

y(Ω),
a2(x, y, z) ∈ C1

z (Ω), b2(x, y, z) ∈ C1
y(Ω)

b2(x, 0, z) ∈ C1
x(Ω), b1(x, 0, z) ∈ C1

z (Ω)
f1(x, y, z) ∈ C1

y(Ω), f2(x, y, z) ∈ C1
x(Ω),

f3(x, y, z) ∈ C1
y(Ω), f2(x, y, z) ∈ C1

z (Ω),
f1(x, 0, z) ∈ C1

z (Ω); f3(x, 0, z) ∈ C1
x(Ω);

2. a)
∂

∂x

(
a2(x, y, z)

rγ

)
=

∂

∂y

(
b1(x, y, z)

rβ

)
в Ω,

∂

∂z

(
a2(x, y, z)

rγ

)
=

∂

∂y

(
b2(x, y, z)

rδ

)
в Ω,

∂

∂x

(
b2(x, 0, z)√
(x2 + z2)δ

)
=

∂

∂z

(
b1(x, 0, z)√
(x2 + z2)β

)
в Ω11;

b)

(
a2(x, y, z)

rγ
− a1(x, y, z)

rδ

)
f1(x, y, z)

rα+β
exp

[
−ωαa1(x, y, z)

]
+

+
∂

∂y

(
f1(x, y, z)

rα+β

)
exp

[
−ωαa1(x, y, z)

]
=

f1(x, y, z)f2(x, y, z)

rα+β
+

∂

∂x

(
f2(x, y, z)

rγ

)
в Ω,

rγ+δ ∂

∂y

(
f3(x, y, z)

rδ

)
+ a2(x, y, z)f3(x, y, z) =

= rγ+δ ∂

∂y

(
f3(x, y, z)

rγ

)
+ b2(x, y, z)f2(x, y, z) в Ω,
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(
√
x2 + z2)α+β+δ ∂

∂z

(
f1(x, 0, z)√
(x2 + z2)α+β

)
+ b2(x, 0, z)f1(x, 0, z) =

= (
√
x2 + z2)β+δ ∂

∂x

(
f3(x, 0, z)√
(x2 + z2)δ

)
+ b1(x, 0, z)f3(x, 0, z), в Ω21

Тогда любое решение системы (1) из класса C1(D) представимо в виде

u(x, y, z) = exp
[
−ωγa2(x, y, z)

]ψ2(x, z) +

y∫
0

f2(x, s, z)√
(x2 + s2 + z2)γ

exp
[
ωγa2(x, s, z)

]
ds

 , (3)

ψ2(x, z) = exp
[
−ωδb2(x, 0, z)

]µ3(x) +

z∫
0

f3(x, 0, ζ)√
(x2 + ζ2)δ

exp
[
ωδb2(x, 0, ζ)

]
dζ

 ,

(4)

µ3(x) = exp
[
−ωβb1(x, 0, 0)

]C1 +

x∫
0

f1(t, 0, 0)

tα+β
exp

[
ωβb1(t, 0, 0)

]
dt

 , (5)

где

ωγa2(x, y, z) =

y∫
0

a2(x, s, z)√
(x2 + s2 + z2)γ

ds, ωδb2(x, 0, z) =

z∫
0

b2(x, 0, z)√
(x2 + ζ2)δ

dζ,

ωβb1(x, 0, 0) =

x∫
0

b1(t, 0, 0)

tα+β
dt,

C1 - произвольная постоянная.
Полученное решение имеет свойства

lim
y→0

(
lim
z→0

(
lim
x→0

u(x, y, z)
))

= C1, u(0, 0, 0) = C1.

Из коэффициентов системы (1) имеем
rα+βuxy + rβa1(x, y, z)ux + rαb1(x, y, z)uy + c1(x, y, z)u = f1(x, y, z),
rγuy + a2(x, y, z)u = f2(x, y, z),
rδuz + b2(x, y, z)u = f3(x, y, z).
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Отсюда при x = y = z = 0 получим

c1(0, 0, 0)u(0, 0, 0) = f1(0, 0, 0), a2(0, 0, 0)u(0, 0, 0) =

= f2(0, 0, 0), b2(0, 0, 0)u(0, 0, 0) = f3(0, 0, 0)

u(0, 0, 0) =
f1(0, 0, 0)

c1(0, 0, 0)
, u(0, 0, 0) =

f2(0, 0, 0)

a2(0, 0, 0)
, u(0, 0, 0) =

f3(0, 0, 0)

b2(0, 0, 0)
.

Отсюда имеем

c1 = u(0, 0, 0) =
f1(0, 0, 0)

c1(0, 0, 0)
=
f2(0, 0, 0)

a2(0, 0, 0)
=
f3(0, 0, 0)

b2(0, 0, 0)
.

Решение в точке (0, 0, 0) будет непрерывным.
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Аннотация. В настоящей работе рассматриваются две квазилинейные
переопределенные обобщенные системы Коши-Римана (п.о.с. К.-Р.) для клас-
са вещественно-аналитических функций. В случае тождественного выпол-
нения условия их совместности, многообразия решения систем находятся
определенными формулами, содержащими одну произвольную аналитиче-
скую функцию от одной комплексной переменной. Причем, полученные ре-
шения задач во всей области исследования непрерывны.

Ключевые слова: обобщенная система Коши-Римана, вещественно ана-
литические функции, непрерывность решения систем уравнений, аналити-
ческие функции.

ON SOME OVERDETERMINED GENERALIZED
CAUCHY-RIEMANN SYSTEMS AND REPRESENTATIONS OF

THEIR SOLUTIONS

1Sharipov B.,2Jumaev E.H.

1Tajik state university of finance and economics
2Lomonosov Mosсow State University in Dushanbe

(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation. In this paper, we consider two quasilinear overdetermined
generalized Cauchy-Riemann systems (p.o.s. K.-R.) for functions of the class of
real-analytic functions. In the case of identical fulfillment of their compatibility
conditions, the variety of solutions to systems is found by certain formulas
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containing one arbitrary analytical function of one complex variable. Moreover,
the obtained solutions to problems in the entire area are continuous.

Keywords: generalized Cauchy-Riemann system, real analytic functions,
continuity of solution of systems of equations, analytic functions.

В работах [1-3] исследованы некоторые классы обобщенных, и переопре-
деленных систем Коши-Римана в классах непрерывных функций, а так-
же вещественно-аналитических функций. При выполнении соответствующих
условий на коэффициенты уравнений систем и искомых функций, определя-
лись многообразия решений изучаемых систем, содержащие одну произволь-
ную аналитическую функцию одной или многих комплексных переменных.

Рассмотрим квазилинейную переопределенную обобщенную систему Коши-
Римана (п.о.с. К.-Р.) двух уравнений вида:

∂W

∂z̄1
= f(z, z̄,W ),

∂W

z̄2
=
g(z, z̄,W )

z̄1
, z = (z1, z2), z̄ = (z̄1, z̄2) (1)

где функции f, g ∈ RA(Π̄4),W ∈ RA(Π
(0)
5 ), f, g - аналитические по пере-

менной W функции, в данной области (полицилиндре), а область Π
(0)
5 - не

содержит особую точку z̄1 = 0 .
Наша цель в этом сообщении заключается в обеспечении тождественного

выполнения условий совместности п.о.с. К.-Р. вида (1), а также нахождение
непрерывного, либо сингулярного многообразия решений системы. Для су-
ществования непрерывного решения системы (1), достаточно [4] потребовать
ограниченность производной от неизвестной функции по переменной z̄1 и вы-
полнения условия:

lim
z̄1→0

(
z̄1
∂W

∂z̄2

)
= 0 (2)

При выполнении условия (2), из системы уравнений (1), легко имеем,
что: g(z1, 0, z2, z̄2,W ) = 0 . Из этого соотношения находим функцию вида:
W = h(z, z̄2) . Найденная функция W = h(z, z̄2) будет частным, либо осо-
бым решением данной системы. Аналитически продолжая функции f и g от-
носительно переменных z̄k (k = 1, 2) , по новым переменным ζk (k = 1, 2) ,
систему (1) преобразуем к системе:

∂W

∂ζ1
= f(z, ζ,W ),

∂W

ζ2
=
g(z, ζ,W )

ζ1
. (3)

Приравнивая смешанные производные второго порядка от функций систе-
мы (3), получаем соотношение, которое будем называть условием совместно-
сти системы уравнений (3):
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ζ2
1

(
∂f

∂ζ2
− ∂g

∂ζ1

)
+ ζ1

(
g
∂f

∂W
− f ∂g

∂W

)
+ g = 0. (4)

Пусть условия (4) выполняются, но не тождественно. Тогда из этого соот-
ношения по теореме о неявной функции [4-5] имеем: W = h(z, ζ) . Если эта
функция удовлетворяет системе (3), то возможно, она будет ее частным реше-
нием. В противном случае, система уравнений (3), следовательно, и система
(1), не будут совместными, т.е. не имеют решения.

Допустим, что условие (4), выполняется тождественно. Тогда проинтегри-
ровав первое уравнение системы (3) по переменной ζ1 , считая остальные пе-
ременные параметрами, имеем:

W = F [z, ζ;V (z, ζ2)]. (5)

Дифференцируя последнюю функцию из (5) по переменной ζ2 , подставим
результат во второе уравнение системы (3), и получим регулярное комплексное
дифференциальное уравнение (к.д.у.), вида:

∂V

∂ζ2
= H(z, ζ2;V ),

(
H(z1, . . . ) =

g − ζ1F
′
ζ2

ζ1F ′V

)
. (6)

Покажем, что правая часть к.д.у. (6), не зависит от переменной ζ1 , т.е.

Dζ1

(
g − ζ1F

′
ζ2

ζ1F ′V

)
= 0

Для этого продифференцируем правую часть к.д.у. (6) по переменной ζ1 и,
учитывая условие совместности (4), получим:

(g − ζ1F
′
ζ2

)′ζ1ζ1F
′
V − (g − ζ1F

′
ζ2

)(ζ1F
′
V )′ζ1

(ζ1F ′V )2
= 0.

Следовательно, правая часть уравнения (6) не зависит от ζ1 .

V = V [z, ζ2; (z)],

где (z)-произвольная аналитическая в данной области функция.
Подставляя значение V из последнего соотношения в (5), и переходя к

прежним переменным, для многообразия решений системы уравнений (1) по-
лучим формулу:

W (z, z̄) = F [z, z̄;V [z, z̄2; (z)]] . (7)
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Таким образом, доказана теорема:
Теорема. Пусть в п.о.с. К.-Р. (1) функции f, g ∈ RA(Π̄4),W ∈

RA(Π
(0)
5 ), f, g - аналитические по переменной W функции, а область Π

(0)
5

- не содержит особую точку z̄1 = 0 . Пусть для системы (1) имеет место
условие (2), а также условие (4) выполняется, но не тождественно, тогда
можно найти некоторое частное либо особое решение системы. Если усло-
вия (4) выполняются тождественно, тогда исходная система разрешима и
многообразия ее решений определяются формулой (7), непрерывной всюду в
области (бицилиндре) Π̄4 .

Замечание. Аналогичное утверждение имеет место для п.о.с. К. ЏР. вида
∂W
∂z̄2

= f(z,z̄,W )
(z̄2)n , ∂W

∂z̄2
= g(z, z̄;W ), (n ≥ 1),

а также п.о.с. К.- Р., когда функция f(. . . ) является однородной нулевого
порядка, либо обобщенно-однородной k-й степени вида:
f(z, t · z̄1, z̄2; t ·W ) = f̃(z, z̄;W ) (случай однородности нулевого порядка), либо
f(z, t · z̄1, z̄2; t

k ·W ) = t1−k · f̃(z, z̄;W ) (k ≥ 1)
Например, когда в системе уравнений (1) функция f однородная нулевого

порядка, имеем:

∂W

∂z̄1
= f(z, z̄;W ),

∂W

∂z̄2
=
g(z, z̄;W )

z̄1
, z = (z1, z2), z̄ = (z̄1, z̄2), (8)

где функции f и g удовлетворяют условиям: f, g ∈ RA(Π̄4,W ∈ RA(Π
(0)
5 ), f, g

- аналитические по переменной W функции, область Π
(0)
5 - не содержит осо-

бую точку z̄1 . Причем f(z, t · z̄1, z̄2; t ·W ) = f̃(z, z̄;W ) По аналогии с преды-
дущим случаем, аналитически продолжая функции системы уравнений (8) по
переменным z̄k на ζk(k = 1, 2) , преобразуем ее к виду:

∂W

∂ζ1
= f(z, ζ;W ),

∂W

∂ζ2
=
g(z, ζ;W )

ζ1
, (9)

причем f(z, t · ζ1, ζ2; t ·W ) = f̃(z, ζ;W ) В системе уравнений (9) производим
замену W = t · U , где U -новая неизвестная функция, и преобразуем эту
систему к виду

∂U

∂ζ1
=
f(z;U)

ζ1
,

∂U

∂ζ2
=
g(z, ζ;U)

ζ2
1

, (10)

Условие совместности системы уравнений (10) имеет вид

ζ1

∂g

∂ζ1
+ (f − ζ1)

∂g

∂U
− ζ2

1

∂f

∂ζ2
− g

∂f

∂U
= 0.
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Такое условие совместности системы уравнений (10) выполняется тожде-
ственно, если взаимосвязь между данными функциями в указанной системе
уравнений определяется в виде

g(z, ζ;U) = ζ2
1 ·

(
ϕ[z, F (z, ζ2;F (z, ζ2)− ln ζ1)]−

∂F

∂ζ2

)
· [f(z, ζ;U)− U ]. (11)

С учетом функции g(z) из (11) условие совместности системы уравнений (8)
выполняется тождественно, а многообразия решения этой системы записыва-
ется формулой:

W (z, z̄) = z̄1F
−1[z, z̄2; ln z̄1 + Ψ(z, z̄2,Φ(z))],

непрерывной в данной области.
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Аннотация. В настоящей работе исследована переопределенная систе-
ма дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с
сверхсингулярными и слабыми сингулярными линиями, в случае когда, тре-
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Ключевые слова: частные производные, переопределенная, условия сов-
местности, асимптотическая формула, линия, сверхсингулярность, слабая
сингулярность.

OVERDETERMINED SYSTEM OF SECOND-ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SUPERSINGULAR AND

WEAK SINGULAR LINES

Shoimkulov B.M.

Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation In this paper, we study an overdetermined system of second-order
partial differential equations with supersingular and weak singular lines, in the case
when the third equation is the main one, a general solution is found explicitly, in
terms of three arbitrary constants.

Keywords: partial derivatives, pen-definite, compatibility conditions, asymmetric
formula, line, supersingularity, weak singularity.

Обозначим через D треугольную область, ограниченную отрезками Γ1 =
{0 < x < a0, y = 0},Γ2 = {0 < x < a0, y = x},Γ3 = {x = a0, 0 < y < a0} .

130



В области D рассмотрим переопределенную систему дифференциальных
уравнений 

∂2u

∂x2
=

g1(x, y)

(x− y)α
∂u

∂y
+
f1(x, y)

(x− y)α
,

∂2u

∂x∂y
=

g2(x, y)

(x− y)β
∂u

∂y
+
f2(x, y)

(x− y)β
,

∂2u

∂y2
=

g3(x, y)

(x− y)γ
∂u

∂y
+
f3(x, y)

(x− y)γ
,

(1)

где α = const > 0, β = const > 0, γ = const > 0 , gj(x, y), fj(x, y)(1 ≤ j ≤ 3) -
заданные функции класса C1(D) ∩ C2(D), u(x, y)− искомая функция.

В работе [1] исследована перопределенная система первого порядка с син-
гулярной точкой.

Переопределенная система трех модельных линейных уравнений с двумя
вырождающимися линиями рассмотрена в работе [2].

Один класс линейных переопределенных систем первого порядка с внут-
ренними сингулярными и сверхособыми многообразиями изучен в работе [3].

Переопределенная линейная система второго порядка с сингулярными и
сверсингулярными линиями, модельная линейная переопределенная система
трех уравнений второго порядка с двумя сверхсингулярными линиями, ис-
следование переопределенной линейной системы трех уравнений, содержащей
гиперболическое уравнение второго порядка со сверхсингулярными многооб-
разиями в случае различных параметров исследованы в работах [4] - [6].

В работе [7], приведена теория дифференциальных уравнений в частных
производных сосверхсингулярными коэффициентами.

Гипотеза об упрощении переопределенных систем дифференциальных
уравнений и ее применение к уравнениям гидродинамики исследована в работе
[8].

В работе [9] исследована переопределенная система дифференциальных
уравнений второго порядка со сверх сингулярными коэффициентами.

В работах [10] - [15] изучены переопределенные системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных второго порядка с одной сингулярной
линией и двумя сверхсингулярными линиями, переопределенная система диф-
ференциальных уравнений в частных производных первого порядка с одной
сверхсингулярной и одной сингулярной плоскостью в трехмерном простран-
стве, интегральные представления многообразия решений для переопределен-
ных систем с одной сингулярной и одной слабой сингулярной линией, пере-
определенная система дифференциальных уравнений в частных производных
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второго порядка с слабыми сингулярными линиями, сингулярной линией, син-
гулярными и суперсингулярными коэффициентами.

Пусть в системе (1) α = const > 1, β = const > 1, γ = const < 1 , и
коэффициенты и правые части удовлетворяют условиям:

g1(x, y), f1(x, y) ∈ C1
y(D), g2(x, y), f2(x, y) ∈ C1(D), g3(x, y), f3(x, y) ∈ C1

x(D),
(2)

∂

∂x
[
g2(x, y)

(x− y)β
] +

g2(x, y)g2(x, y)

(x− y)2β
=

∂

∂y
[
g1(x, y)

(x− y)α
] +

g1(x, y)g3(x, y)

(x− y)α+γ
, (3)

∂

∂x
[
f2(x, y)

(x− y)β
] +

g2(x, y)f2(x, y)

(x− y)2β
=

∂

∂y
[
f1(x, y)

(x− y)α
] +

g1(x, y)f3(x, y)

(x− y)α+γ
, (4)

∂

∂x
[
g3(x, y)

(x− y)γ
] =

∂

∂y
[
g2(x, y)

(x− y)β
], (5)

∂

∂x
[
f3(x, y)

(x− y)γ
] +

g3(x, y)f2(x, y)

(x− y)β+γ
=

∂

∂y
[
f2(x, y)

(x− y)β
] +

g2(x, y)f3(x, y)

(x− y)β+γ
. (6)

Тогда вводя новую функцию
∂u

∂x
= W, из двух последних уравнений си-

стемы (1) получим переопределенную систему дифференциальных уравнений
в частных производных первого порядка с одной сверхсинглярной и одной
слабой сингулярной линией вида

∂W

∂x
=

g2(x, y)

(x− y)β
W +

f2(x, y)

(x− y)β
,

∂W

∂y
=

g3(x, y)

(x− y)γ
W +

f3(x, y)

(x− y)γ
.

(7)

Пусть выполнены условия (2)-(6), тогда, как следует из [13], любое решение
системы (7) представимо в виде

W (x, y) = exp(ω1(x, y))[exp(ω2(x, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (x, o))(c1+

+

x∫
0

f2(t, 0)

tβ
exp(−ω2(t, 0) + g2(0, 0)ωβ2 (t, o))dt)+

+

y∫
0

f3(x, τ)

(x− τ)γ
exp(−ω1(x, τ))dτ ],

(8)
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где c1 -произвольная постоянная.

Далее из равенства
∂u

∂x
= W, получим

u(x, y) =

y∫
0

W (x, τ)dτ + ψ(x) (9)

где ψ(x) произвольная дважды непрерывно-дифференцируемая функция пе-
ременной x .

Тогда функция u(x, y) представимая в виде (9), должна удовлетворять пер-
вому уравнению системы (1). Отсюда получим условие, эквивалентное услови-
ям соместности данной системы и при его выполнении, для нахождения произ-
вольной функции ψ(x) получим обыкновенное дифференциальное уравнение

d2ψ(x)

dx2
=
g1(x, 0)

xα
exp(ω2(x, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (x, 0))[c1+

+

x∫
0

f2(t, 0)

tβ
exp(−ω2(t, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (t, 0))dt] +

f1(x, y)

xα
.

(10)

Дважды интегрируя (10), находим ψ(x) в виде

ψ(x) = c1

x∫
0

(x− t)g1(t, 0)(exp(ω2(t, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (t, 0))− g1(0, 0))

tα
dt+

+

x∫
0

(x− t)2g1(t, 0)f2(t, 0)

2tα+β
exp(ω2(x, 0)−ω2(t, 0)−g2(0, 0)(ωβ2 (x, 0)−ωβ2 (t, 0)))dt+

+

x∫
0

(x− t)(f1(t, 0)− f1(0, 0))

tα
dt+

c1g1(0, 0) + f1(0, 0)

(α− 1)(α− 2)xα−2
+ c2x+ c3. (11)

Если существует решение вида (11), тогда подставляя значение ψ(x) из ра-
венства (11) в (9) и учитывая (8), находим общее решение системы (1) в явном
виде.

Таким образом, доказана:
Теорема. Пусть в системе (1) α > 1, β > 1, γ < 1 и функ-

ции gj(x, y), fj(x, y)(1 ≤ j ≤ 3) - удовлетворяют условиям совместно-
сти (2),(3),(4),(5),(6),(8). Кроме того, функции g1(x, 0), g2(x, 0), f1(x, 0) в
окрестности точек линии x удовлетворяют условию

|g1(x, 0)exp(ω2(x, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (x, 0))− g1(0, 0)| ≤ H1(x
γ1),
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H1 = const > 0, γ1 > α− 1,

|g2(x, 0)− g2(0, 0)| ≤ H2(x
γ2), H2 = const > 0, γ2 > β − 1, (11)

|f1(x, 0)− f1(0, 0)| ≤ H3(x
γ3), H3 = const > 0, γ3 > α− 1. (12)

Функция f2(x, y) в окрестности точек линии x определяется асимптоти-
ческой формулой

f2(x, 0) = o[(x)γ4], γ4 > α + β − 1. (13)

Тогда любое решение системы (1) из класса C2(D), представимо в виде

u(x, y) =

x∫
0

f3(x, τ1)exp(−ω1(x, τ1))

(x− τ1)γ
W (x, τ1)dτ1+

+c1[

x∫
0

(x− t)g1(t, 0)(exp(ω2(t, 0)− g2(0, 0)ωβ2 (t, 0))− g1(0, 0))

tα
dt+

+

y∫
0

exp(ω1(x, τ)+ω2(x, 0)−g2(0, 0)ωβ2 (x, 0))dτ ]+

x∫
0

(x− t)(f1(t, 0)− f1(0, 0))

tα
dt+

+

x∫
0

K(x, y, t)f2(t, 0)dt+
c1g1(0, 0) + f1(0, 0)

(α− 1)(α− 2)xα−2
+ c2x+ c3.

где

ω1(x, y) =

x∫
0

g3(x, τ)

(x− τ)γ
dτ, ω2(x, 0) =

x∫
0

g2(t, 0)− g2(0, 0)

tβ
dt,

W (x, τ1) =

y∫
τ1

exp(ω1(x, τ1))dτ1, ω
β
2 (x, 0) =

1

(β − 1)xβ−1
,

K(x, y, t) = [
1

tβ

y∫
0

exp(ω1(x, τ))dτ +
(x− t)2g1(t, 0)

2tα+β
]·

·exp(ω2(x, 0)− ω2(t, 0)− g2(0, 0)(ωβ2 (x, 0)− ωβ2 (t, 0))),

c1, c2, c3 -произвольные постоянные.
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