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УДК 517.958

РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ ИЗ КЛАССА L2

Абдукаримов М.Ф.
Таджикский национальный университет
(г. Душанбе, Республика Таджикистан)

mahmadsalim−86@mail.ru

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию разрешимости од-
ной смешанной задачи для одного гиперболического уравнения с переменным
коэффициентом, принадлежащим суммируемому с квадратом классу функ-
ций. Доказаны теоремы о единственности и существовании решения рас-
сматриваемой задачи. Также показана устойчивость решения по отноше-
нию к функциям, входящим в задачу.

Ключевые слова: смешанная задача, телеграфное уравнение, перемен-
ный коэффициент, интегральное тождество.

SOLVABILITY OF ONE MIXED PROBLEM FOR A TELEGRAPH
EQUATION WITH A VARIABLE COEFFICIENT FROM THE

CLASS L2

Abdukarimov M.F.
Tajik National University

(Dushanbe, RT)

Abstract. This work is devoted to the study of the resolution one mixed
problem for one hyperbolic equation with variable coefficient belonging to the sum
with the square function class. Theorems on uniqueness and existence are proved
Solutions to the problem under consideration. Also, the stability of the solution for
relation to the functions included in the problem.

Keywords: mixed problem, telegraph equation, variable coefficient, integral
identity.

В данной работе будет исследован вопрос разрешимости одной смешанной
задачи для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом. Постанов-
ка задачи такова: найти такую функцию u(x, t), для которой существует
единственное решение следующей задачи:

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
− q(x, t)u(x, t) = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < T, (1)
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ux(0, t) = µ(t),
∂u(l, t)

∂x
= 0 при 0 ≤ t ≤ T, (2)

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x) при 0 ≤ x ≤ l, (3)

в которой ϕ(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x) ∈ L2[0, l], µ(t) ∈ L2[0, T ], q(x, t), f(x, t) ∈

L2(QT ), QT = (0 ≤ x ≤ l)× (0 ≤ t ≤ T ).
Решение полученной смешанной задачи (1)-(3) будем понимать в обобщен-

ном смысле и определим с помощью классов Ŵ 1
2 (QT ) и Ŵ 2

2 (QT ) , которые
впервые были введены В.А. Ильиным в [1].

Определение. Обобщенным решением из класса Ŵ 1
2 (QT ) смешанной за-

дачи (1)-(3) назовем такую функцию u(x, t) из этого класса, которая удовле-
творяет интегральному тождеству

l∫
0

T∫
0

u(x, t)

[
∂2Φ(x, t)

∂t2
− ∂2Φ(x, t)

∂x2
− q(x, t)Φ(x, t)

]
dxdt+

+

l∫
0

ϕ(x)
∂Φ(x, 0)

∂t
dx−

l∫
0

ψ(x)Φ(x, 0)dx+

T∫
0

µ(t)Φ(0, t)dt

=

l∫
0

T∫
0

f(x, t)Φ(x, t)dxdt

для любой пробной функции Φ(x, t) ∈ Ŵ 2
2 (QT ) , подчиненной условиям

∂Φ(0,t)
∂x = ∂Φ(l,t)

∂x ≡ 0 при 0 ≤ t ≤ T и условиям Φ(x, T ) = ∂Φ(x,T )
∂t ≡ 0 при

0 ≤ x ≤ l , и которая, кроме того, удовлетворяет первому начальному усло-
вию (3) для всех значений x ∈ [0, l] , а граничным условиям (2) и второму
начальному условию (3) почти всюду на [0, T ] и на [0, l] соответственно.

Используя технику, предложенную в [2], доказана следующая
Теорема 1. Пусть T ≤ 2l . Тогда смешанная задача (1)-(3) имеет только

одно обобщенное решение из класса Ŵ 1
2 (QT ).

Замечание 1. В монографии [3, с.232] теорема единственности доказа-
на при дополнительных условиях на гладкость коэффициента q(x, t) . Если
∂q(x,t)
∂t ≡ 0 , то для обоснования единственности можно использовать спектраль-

ный метод, предложенный в [4, §9].
С помощью метода, предложенного в [5], доказывается следующая
Теорема 2. Пусть T ≤ 2l . Тогда обобщенное решение смешанной задачи

(1)-(3) существует (в силу теоремы 1 оно единственно!). Если ϕ(x) ≡ 0
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∀x ∈ [0, l], ψ(x) = 0 почти всюду на [0, l] и f(x, t) = 0 для почти всех
точек (x, t) ∈ QT , то решение тождественно равно нулю в области {(x, t) :
0 ≤ t ≤ l

2 , t ≤ x ≤ l − t} ∩QT .
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда справедливо

следующая априорная оценка:

‖u‖Ŵ 1
2 (QT ) ≤ C

(
‖ϕ‖W 1

2 [0,l] + ‖ψ‖L2[0,l] + ‖µ‖L2[0,T ] + ‖f‖L2(QT

)
, (4)

в которой постоянная C не зависит от нормы функции q(x, t).
Оценка (4) покажет устойчивость решения относительно условий (2), (3) и

функции правой части уравнения (1).
Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда имеет место

следующая оценка:
‖u− û‖W 1

2 (QT ) ≤ C1‖q‖L2(QT ), (5)

в которой û(x, t) является решением соответствующей смешанной задачи
для уравнения (1) в случае, когда q(x, t) ≡ 0, а C1 не зависит от нормы
q(x, t).

Оценка (5) свидетелььствует о регулярности решения рассматриваемой сме-
шанной задачи по отношению к аддитивному возмущению q(x, t)u(x, t) вол-
нового оператора с суммируемым с квадратом коэффициентом q(x, t) .

Замечание 2. Близкие вопросы, касающиеся разрешимости слабо обоб-
щенных гиперболических уравнений, обсуждаются также в [6,с.163-165].

Замечание 3. Полученные результаты будут использованы при исследо-
вании соответствующей задачи граничного управления для уравнения (1).
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УДК 517.982.256

СОХРАНЕНИЕ СОЛНЕЧНЫХ СВОЙСТВ МНОЖЕСТВ ПРИ
ВАРЬИРОВАНИИ НОРМЫ ПРОСТРАНСТВА

Алимов А.Р.
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова

(г. Москва, РФ)
Московский Центр фундаментальной и прикладной математики

(г. Москва, РФ)
alexey.alimov-msu@yandex.ru

Аннотация. Изучается задача сохранения солнечных свойств множеств
при варьировании нормы пространства. Показывается, что если X нор-
мированная плоскость и || · ||, || · ||1 – нормы на X и если опорные кону-
сы пространства X = (X, || · ||) содержат опорные конусы пространства
X1 = (X, || · ||1), то любое солнце в X является солнцем в X1 .

Ключевые слова: солнце, сохранение аппроксимативных свойств, наи-
лучшее приближение

PRESERVATION OF SOLAR PROPERTIES OF SETS UNDER
VARIATION OF A NORM

Alimov R.A.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)
Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics

(Moscow, RF)

Abstract. We study the problem of preservation of solar properties of sets
under variation of the norm. It is shown that if X is a normed plane, || · ||, || · ||1
are norms on X , and if the support cones of the space X = (X, || · ||) contain the
support cones of the space X1 = (X, || · ||1), then any sun in X is a sun X1 .

Keywords: sun, preservation of approximative properties, best approximation

Изучается задача сохранения аппроксимативных свойств множеств при ва-
рьировании нормы пространства. Рассмотрение этой задачи связано с тем,
что исходная норма пространства X может оказаться неудобной, например, с
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точки зрения практического построения элементов наилучшего приближения
и этом случае для упрощения задачи иногда вводят на X последовательность
норм, сходящуюся к исходной норме. В качестве аппроксимативной характе-
ристики рассматривается свойство солнечности. Солнца представляют собой
одно из возможных обобщений выпуклых множеств – хорошо известно, что
любая точка, не лежащая в солнце, отделяется от солнца открытым опор-
ным конусом. Недавние результаты (см., например, [5]) показали важность
изучения задачи о сохранении аппроксимативных свойств множеств при ва-
рьировании нормы пространства – в ряде важных случаев единичный шар
пространства оказывается возможным приблизить полиэдральным шаром с
сохранением касательных направлений. Для случая трехмерных цилиндриче-
ских пространств с помощью решения задачи о сохранения солнечных свойств
при такой аппроксимации были решены задачи об описании пространств, в ко-
торых любое чебышҷвское множество (множество с непрерывной метрической
проекцией, строгое солнце) монотонно линейно связно (см., например, [3]–[5]).
Устойчивость наилучшего приближения при варьировании нормы исследова-
лась в работах Й. Петре, В.И. Бердышева, А.В. Маринова, Г. Е. Иванова,
М.В. Балашова и др. (см., например, [8]). Сохранение свойств типа связно-
сти исследовалось И. Г. Царькоым. Сохранение свойств изучалось в работах
А.Р. Алимова (см., например, [2]).

Мы следуем определениям, данным в обзоре [1]. Ниже X — действительное
линейное нормированное пространство; B(x, r) — замкнутый шар с центром
x и радиусом r ; B̊(x, r) — открытый шар с центром x и радиусом r ; S(x, r) —
сфера с центром x и радиусом r . Величиной наилучшего приближения или
расстоянием от заданного элемента x линейного нормированного простран-
ства X до заданного непустого множества M ⊂ X называется величина
ρ(x,M) := infy∈M ‖x − y‖ . Множество всех ближайших точек (элементов
наилучшего приближения) из множества M для заданного x ∈ X обознача-
ется PMx . Для подмножества ∅ 6= M ⊂ X точка x ∈ X \ M называется
точкой солнечности, если существует точка y ∈ PMx 6= ∅ (называемая точ-
кой светимости), такая, что y ∈ PM

(
(1− λ)y + λx

)
для всех λ ≥ 0 (иными

словами, из точки y исходит “солнечный луч”, который проходит через x и для
каждой точки которого точка y является ближайшей в множестве M ). Мно-
жество M ⊂ X называется солнцем, если каждая точка x ∈ X \M есть точка
солнечности для M . “Солнца” являются наиболее естественными объектами,
для которых выполнен обобщенный критерий Колмогорова элемента наилуч-
шего приближения. Солнца обладают различными свойствами отделимости:
шар можно отделить от такого множества посредством большего шара или
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опорного конуса (см., например, [1]). Солнечность имеет важные приложения
в задачах геометрической оптики даже в конечномерном случае.

Напомним (см. [1, § 3.2]), что опорный конус к шару B(x, ‖x − y‖) в его
граничной точке y , состоящий из гомотетичных раздутий шара B̊(x, ‖x− y‖)
относительно точки y , определяется как K̊(y, x) = K̊X(y, x) =

⋃
r>0 B̊

(
−ry +

(r+1)x, (r+1)‖x−y‖
)
. Ниже K(y, x) – замыкание открытого конуса K̊(y, x) .

Пусть X – нормированное пространство, || · || , || · ||1 – нормы на X . Для со-
кращения обозначений положим X = (X, || · ||) , X1 = (X, || · ||1) . Мы говорим,
что (опорные) конусы пространства X содержат опорные конусы простран-
ства X1 , если для любых x, y ∈ X , x 6= y , найдется такая точка z ∈ X , что
K̊X(y, x) ⊃ K̊X1

(y, z) .

Теорема 1. Пусть X – нормированная плоскость и ‖ · ‖, ‖ · ‖1 – нормы
на X . Тогда если опорные конусы пространства X содержат опорные кону-
сы пространства X1 , то любое солнце в X является солнцем в X1 .

Схема доказательства. Для точки y ∈ S через Λy обозначим множество
предельных точек выражения (y − z)/‖y − z‖ при z → y , z ∈ S (т.е. Λy —
множество полукасательных направлений к сфере S в точке y ). Направ-
ление d называется касательным направлением для сферы S (см. [6]), если
для любой точки y ∈ S условие опорности направления d в точке y влечет,
что d ∈ Λy , т.е. направление d является касательным в точке y . Пользуясь
условием вложения конусов, несложно проверить, что

любое касательное направление для сферы простран-
ства X1 является касательным направление для сферы
пространства X .

(1)

Напомним, что множество M называется выпуклы по направлению a , если
из того, что x, y ∈ M и (y − x) ‖ a , вытекает, что [x, y] ⊂ M . А. Р. Алимов и
Е.В. Щепин [7] установили, что

Солнце выпукло по любом касательному направлению
единичной сферы. (2)

Теперь воспользуемся следующим утверждением из [6]:

подмножество двумерного банахова пространства явля-
ется солнцем, если и только если оно замкнуто, связно и
выпукло по любому касательному направлению сферы.

(3)

Пусть M – солнце в X . Согласно (2) M выпукло по любом касательному на-
правлению единичной сферы X . Тогда из (1) имеем, что M выпукло по любом
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касательному направлению единичной сферы X1 . Окончательно, будучи солн-
цем в конечномерном пространстве, M связно. Поэтому из (3) следует, что M
является солнцем в пространстве X1 . �

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант №22-
11-00129).
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УДК 519.63

УСЛОВИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА В ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ
ТРАЕКТОРИИ ПЕРЕЛЕТА КА С

ИДЕАЛЬНО-РЕГУЛИРУЕМЫМ ДВИГАТЕЛЕМ МЕЖДУ
КРУГОВЫМИ ОРБИТАМИ В ПЛОСКОМ СЛУЧАЕ

Азизов Давид Абдулкадыр оглу
Филиал МГУ имени М.В. Ломоносова в г. Баку

(г. Баку, Азербайджан)
taavii.work@gmail.com

Аннотация: В работе рассматривается плоский межорбитальный пере-
лет космического аппарата с идеально-регулируемым двигателем за фикси-
рованное время T . Методами вычислительной математики строятся экс-
тремали, проверка оптимальности которых проводится с использованием
условий второго порядка. На основе полученных результатов делаются вы-
воды об оптимальности траектории перелета КА с исходной орбиты на
орбиту большего радиуса при заданных начальных и конечных условиях.

Ключевые слова: электро–ракетный двигатель, оптимальная траек-
тория, дифференциальные уравнения, математический модель
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SECOND-ORDER CONDITIONS IN THE PROBLEM OF
OPTIMIZING THE FLIGHT TRAJECTORY OF A SC WITH AN

IDEALLY CONTROLLED ENGINE BETWEEN CIRCULAR
ORBITS IN THE PLANE CASE

Azizov David Abdulkadir oglu
Baku Lomonosov State University

(Baku, Azerbaijan)

Abstract. The paper considers a flat interorbital flight of a spacecraft with
a perfectly controlled engine in a fixed time T . The methods of computational
mathematics are used to construct extremals, the optimality of which is checked
using second-order conditions. Based on the results obtained, conclusions are drawn
about the optimality of the spacecraft flight trajectory from the initial orbit to an
orbit of a larger radius for given initial and final conditions.

Key words: electric rocket engine, optimal trajectory, differential equations,
mathematical model.

Идеально-регулируемый двигатель является математической моделью элект-
роракетного двигателя, позволяющей определить нижнюю оценку необходи-
мых энергетических затрат для реального полета. В рассматриваемой мо-
дели предполагается, что единственным ограничением, накладываемым на
удельный импульс и тягу электро-ракетного двигателя, является механиче-
ская мощность.

Постановка задачи.


ẋ = vx,
ẏ = vy,

v̇x = −µx
r3

+ ax,

v̇y = −µy
r3

+ ay,

где x, y — радиус-вектор центра масс космического аппарата в декарто-
вой прямоугольной системе координат, связанной с притягивающим центром,
vx, vy — компоненты вектора скорости, µ — гравитационный параметр, ax, ay
— компоненты вектора реактивного ускорения, принимаемые в данной задаче
за управление. Функции x(·), y(·), vx(·), vy(·) — фазовые координаты и пред-
полагаются непрерывно дифференцируемыми, ax(·), ay(·) — непрерывны.
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Запишем условия в момент времени t = 0 и t = T :
x(0) = R1,
y(0) = 0,
vx(0) = 0,

vy(0) =

√
µ

R1
;

x2(T ) + y2(T )−R2
2 = 0,

vx(T ) +

√
µ

R3
2

y(T ) = 0,

vy(T )−
√

µ

R3
2

x(T ) = 0.

Минимизируется функционал
T∫

0

~a2dt =

T∫
0

(a2
x + a2

y)dt→ min .

Метод решения. Рассматриваемая задача оптимального управления ре-
шается на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина. Запишем функцию
Понтрягина:

H := −λ0(a
2
x + a2

y) + px(t)vx + py(t)vy − pvx(t)
(µx
r3
− ax

)
− pvy(t)

(µy
r3
− ax

)
Необходимые условия оптимальности:

ṗx = pvx

(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
− pvy

3µxy

r5
,

ṗy = −pvx
3µxy

r5
+ pvy

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
,

ṗvx = −px,
ṗvy = −py

— система уравнений Эйлера-Лагранжа;


px(0) = λx0

,
py(0) = λy0

,
pvx(0) = λvx0

,
pvy(0) = λvy0 ;



px(T ) = −2λR2
x(T ) + λvyT

√
µ

R3
2

,

py(T ) = −2λR2
y(T )− λvxT

√
µ

R3
2

,

pvx(T ) = −λvxT ,
pvy(T ) = −λvyT
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— условия трансверсальности.
Исключением множителей Лагранжа из условий трансверсальности полу-

чаем следствие:

px(T )y(T )− py(T )x(T ) + pvx(T )vy(T )− pvy(T )vx(T ) = 0

— интеграл Белецкого-Егорова-Пайнса.
Условия оптимальности по ~a :

min
a
L(t, ~x, ~̇x,~a) = L(t, ~x, ~̇x, ~̂a).

Минимизируем Лагранжиан, зависящий от управления

min
a
λ0(a

2
x + a2

y)− pvxax − pvyay.

Предположим, что λ0 = 0 и pvx, pvy 6= 0 , тогда минимизируемое выражение
примет вид

−pvxax − pvyay = (~pv,~a).

При этом минимум равный минус бесконечности будет достигаться при ~a→
∞ , что не является оптимальным случаем.

Положим λ0 =
1

2
. Тогда минимум квадратичной функции

1

2
(a2
x + a2

y)− pvxax − pvyay,

достигается в вершине параболы при ~pv = ~a.
На основе принципа максимума Понтрягина решение рассматриваемой за-

дачи оптимального управления сводится к решению краевой задачи:

ẋ = vx,
ẏ = vy,

v̇x = −µx
r3

+ pvx,

v̇y = −µy
r3

+ pvy ,

ṗx = pvx

(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
− pvy

3µxy

r5
,

ṗy = −pvx
3µxy

r5
+ pvy

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
,

ṗvx = −px,
ṗvy = −py.
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Краевая задача содержит восемь дифференциальных уравнений, следователь-
но для определения констант интегрирования требуется восемь условий:


x(0) = R1,
y(0) = 0,
vx(0) = 0,

vy(0) =

√
µ

R1
;



x2(T ) + y2(T )−R2
2 = 0,

vx(T ) +

√
µ

R3
2

y(T ) = 0,

vy(T )−
√

µ

R3
2

x(T ) = 0,

px(T )y(T )− py(T )x(T )+
+pvx(T )vy(T )− pvy(T )vx(T ) = 0.

Краевая задача принципа максимума решается численно методом стрель-
бы. При этом четыре недостающих условия в начальный момент време-
ни t = 0 некоторым образом задаются параметрами пристрелки ~λΠ =
(λx0

, λy0
, λvx0

, λvy0) [2]: 

x(0) = R1,
y(0) = 0,
vx(0) = 0,

vy(0) =

√
µ

R1
,

px(0) = λx0
,

py(0) = λy0
,

pvx(0) = λvx0
,

pvy(0) = λvy0 .

Вектор-функция невязок:

F1(~λΠ) = x2(T )[~λΠ] + y2(T )[~λΠ]−R2
2 = 0,

F2(~λΠ) = vx(T )[~λΠ] +

√
µ

R3
2

y(T )[~λΠ] = 0,

F3(~λΠ) = vy(T )[~λΠ]−
√

µ

R3
2

x(T )[~λΠ] = 0,

F4(~λΠ) = px(T )[~λΠ]y(T )[~λΠ]− py(T )[~λΠ]x(T )[~λΠ]+

+
(
pvx(T )[~λΠ]vy(T )[~λΠ]− pvy(T )[~λΠ]vx(T )[~λΠ]

)
= 0.

Получившаяся система нелинейных уравнений решается методом Ньютона
с модификацией Исаева-Сонина и нормировкой Федоренко. Возникающая в
процессе решения задача Коши решается методом Дормана-Принса 5(4) с ав-
томатическим выбором шага [6].

Нахождение экстремали. При нахождении экстремали было рассмотре-
но несколько случаев, в каждом из которых, решая задачу Коши для данных
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начальных условий, получали необходимую экстремаль и ее значение в конеч-
ной точке T . За радиус Земли принимаем RE = 6378 км, а за гравитационный
параметр — µ = 399060 км3/c2 [3]. Радиусы начальной и конечной орбит со-
ответственно R1 = RE + 200 км и R2 = RE + 400 км.

При T = 5000 :

x(0) = 6578
y(0) = 0
vx(0) = 0
vy(0) = 7.788
px(0) = 3 · 10−8

py(0) = 0
pvx(0) = 1, 2 · 10−7

pvy(0) = 2, 668 · 10−5



x(T ) = 5965, 985
y(T ) = −3216, 876
vx(T ) = 3, 641
vy(T ) = 6, 753
px(T ) = 2 · 10−8

py(T ) = −1 · 10−8

pvx(T ) = 1, 204 · 10−5

pvy(T ) = 2, 381 · 10−5

Проверка условий второго порядка. Вторая вариация функции
Лагранжа имеет вид:

L′′ =
T∫

0

(
〈L̂uuδu, δu〉+ 2〈L̂uxδu, δx〉+ 〈L̂xxδx, δx〉

)
dt+

+lx(0)x(0)δx(0)δx(0) + 2lx(0)x(T )δx(0)δx(T ) + lx(T )x(T )δx(T )δx(T ),
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что приводит, в рассматриваемом случае, к

L′′ =
T∫

0

(
(δax)

2 + (δay)
2 + 2µ

(
pvxg

x
xy + pvyg

y
xy

)
δxδy+

+ µ
(
pvxg

x
xx + pvyg

y
xx

)
δx2 + µ

(
pvxg

x
yy + pvyg

y
yy

)
δy2
)
dt+

+ λ̂4

(
(δx(T ))2 + (δy(T ))2

)
, (1)

где

gxxx = −9x

r5
+

15x3

r7
, gyxx = −3y

r5
+

15x2y

r7
,

gxyy = −3x

r5
+

15y2x

r7
, gyyy = −9y

r5
+

15y3

r7
,

gxxy = −3y

r5
+

15x2y

r7
, gyxy = −3x

r5
+

15y2x

r7
.

Присоединенная задача имеет вид:

L′′(δ, δ)→ inf,

δẋ = δvx,
δẏ = δvy,

δv̇x = −
(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
δx+

3µxy

r5
δy + δax,

δv̇y =
3µxy

r5
δx−

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
δy + δay.

Краевые условия в присоединенной задаче имеют вид:
δx(0) = 0,
δy(0) = 0,
δvx(0) = 0,
δvy(0) = 0;

x(T )δx(T ) + y(T )δy(T ) = 0,

δvx +

√
µ

R3
2

δy(T ) = 0,

δvy −
√

µ

R3
2

δx(T ) = 0.
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Для формирования условий Якоби выпишем систему необходимых условиий
оптимальности в присоединенной задаче.

q̇ = −∂H̃
∂δx

= −qϕ̂x + L̂xxδx+ L̂uxδu,

δû = arg abs max H̃(δu).

Выполнение на экстремали усиленного условия Лежандра гарантирует, что
δû ∀t ∈ [0, T ] может быть найдено решением уравнения

∂H̃(δu)

∂δu
= 0.

Условия оптимальности по управлению можно записать в явном виде:

min
a
LΠ(t, δx, δẋ, δa) = LΠ(t, δx, δẋ, δâ).

Минимизируем Лагранжиан, зависящий от управления

min
a

(δax)
2 + (δay)

2 − qvxδax − qvyδay.

Минимум квадратичной функции

1

2
((δax)

2 + (δay)
2)− qvxδax − qvyδay

достигается при δ~a = ~qv .
Обозначим через τ точную верхнюю грань таких t∗ , что t∗ > 0 ,

L(δx(·)), δu(·)) > 0,∀δx(·), δu(·), удовлетворяющих условиям задачи на от-
резке [0, t∗] и на отрезке [t∗, T ] (при t∗ < t1 ) δξ ≡ 0 . Такой точке τ , называ-
емой сопряженной t0 = 0 точкой, соответствует нетривиальное решение, при
δx(0) = 0 и δx(τ) = 0 . Аналогично определяется точка, сопряженная t1 = T .

Определение (Условие Якоби) Говорим, что на экстремали x̂ выполнено
условие Якоби, если на интервале (0, T ) нет сопряженных точек.

Говорим, что выполнено усиленное условие Якоби, если на полуинтервале
(0, T ] нет точек, сопряженных t0 = 0 (или на полуинтервале [0, T ) нет точек,
сопряженных t1 = T ) [1].
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Система уравнений Эйлера-Лагранжа для присоединенной задачи:

q̇x = −2µ
(
pvxg

x
xy + pvyg

y
xy

)
δy − 2µ

(
pvxg

x
xx + pvyg

y
xx

)
δx−

−qvx
(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
+ qvy

3µxy

r5
,

q̇y = −2µ
(
pvxg

x
xy + pvyg

y
xy

)
δx− 2µ

(
pvxg

x
yy + pvyg

y
yy

)
δy+

+qvx
3µxy

r5
− qvy

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
,

q̇vx = −qx,
q̇vy = −qy.

Для проверки условий Якоби решаем матричную задачу Коши для системы
дифференциальных уравнений

δẋ = δvx,
δẏ = δvy,

δv̇x = −
(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
δx+

3µxy

r5
δy + qvx,

δv̇y =
3µxy

r5
δx−

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
δy + qvy ,

q̇x = −2µ
(
pvxg

x
xy + pvyg

y
xy

)
δy − 2µ

(
pvxg

x
xx + pvyg

y
xx

)
δx−

−qvx
(
µ

r3
− 3µx2

r5

)
+ qvy

3µxy

r5
,

q̇y = −2µ
(
pvxg

x
xy + pvyg

y
xy

)
δx− 2µ

(
pvxg

x
yy + pvyg

y
yy

)
δy+

+qvx
3µxy

r5
− qvy

(
µ

r3
− 3µy2

r5

)
,

q̇vx = −qx,
q̇vy = −qy;

с начальными условиями 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


.

Далее верхний квадратный минор этой матрицы проверяется на невырож-
денность. Точки, в которых определитель обращается в ноль называются со-
пряженными. Если на рассматриваемом временном полуинтервале (0, T ] при
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T > 0 нет сопряженных точек, то говорим, что на этом полуинтервале выпол-
няются условия Якоби.

Проверка невырожденности определителя матрицы проводилась с помо-
щью исследования спектра матрицы. Если все собственные числа на полуин-
тервале (0, T ] при T > 0 не меняют свои знаки, то можно сделать вывод,
что определитель ни в одной точке полуинтервала не пересекает его, а значит
имеет место невырожденность.

При исследовании спектра для полученных экстремалей получили следую-
щие результаты:

1. При T = 1000 условия Якоби выполняются.

2. При T = 5000 :

t λ1 λ2 λ3 λ4 Det
3156 −1.000 · 1010 −2.045 · 109 −1.876 · 103 −126.5 4.857 · 1024

3245 −1.057 · 1010 −2.154 · 109 −1.833 · 103 −53.17 2.221 · 1024

3321 −1.095 · 1010 −2.256 · 109 −1.784 · 103 22.08 −9.735 · 1023

3. При T = 15000 :

t λ1 λ2 λ3 λ4 Det
3134 −9.862 · 109 −2.007 · 109 −1.866 · 103 −126.2 4.666 · 1024

3221 −1.040 · 1010 −2.112 · 109 −1.823 · 103 −55.18 2.211 · 1024

3294 −1.076 · 1010 −2.209 · 109 −1.772 · 103 17.85 −7.531 · 1023

Видно, что при больших T на полуинтервале определитель меняет знак,
а значит есть сопряженная точка, что говорит о том, что условия Якоби не
выполняются при больших значениях времени перелета и полученные экстре-
мали не являются оптимальными.
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О НАХОЖДЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ТИПА
ЭМДЕНА-ФАУЛЕРА С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

Антонов Н.А.
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова

(г. Москва, Россия)
antonovna@my.msu.ru

Аннотация. В работе рассматривается метод решения сингулярной за-
дачи Коши для уравнений типа Эмдена-Фаулера с дробными производными в
смысле Капуто с помощью дробных степенных рядов. Выведена рекуррент-
ная формула для подсчета коэффициентов. Приведены два примера с явны-
ми вычислениями, результаты которых сходятся с аналогичными задачами
при подстановке целых порядков производных.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с дробными производны-
ми, дробные степенные ряды, дробная производная Капуто, уравнения типа
Эмдена-Фаулера.

ON SOLVING FRACTIONAL EMDEN-FOWLER TYPE
EQUATIONS

Antonov N.A.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. In this paper we consider the residual fractional power series method
(RFPS) to solving singular initial value problem of fractional Emden-Fowler
type equations. A recurrent formula is derived and two examples with explicit
calculations are given.

Key words: fractional differential equations, fractional power series, Caputo
fractional derivative, Emden-Fowler type equations
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Введение
Дифференциальные уравнения с дробными производными хорошо описы-

вают происходящие физические процессы [1–3]. Детально теория дробного ис-
числения приводится в [1–2], [4]. Обзор методов решения подобных дифферен-
циальных уравнений приведен в [1], [4]. Среди них наиболее широко извест-
ны метод ADM (Adomian decomposition method) [5], метод HAM (Homotopy
analysis method) [6], метод VIM (Variational Iteration Method) [5], метод FDT
(fractional differential transformation) [7].

Рассматриваемые в работе уравнения Эмдена-Фаулера имеют различные
применения в областях, рассматривающих радиацонное охлаждение, кинети-
ку процессов горения или концентрацию реактивов в химических реакторах,
поведение изотермических газов и термоэлектронную эмиссию [6], [8].

Определение 1. Пространством Cµ , µ ∈ R , называется пространство
функций f(x) , x ∈ R+ \ {0} , таких, что существует p ∈ R , p > µ , и
f(x) = xpg(x) , где g(x) ∈ C(R+) .

Определение 2. Пространством Cn
µ , n ∈ N , называется пространство

функций f(x) таких, что f (n)(x) ∈ Cµ .
Определение 3.(по Лежандру) Эйлеровым интегралом первого рода на-

зывается следующая специальная функция:

Γ(α) :=

+∞∫
0

xα−1e−xdx, α > 0.

Определение 4. Оператором дробного дифференцирования в смысле Ка-
путо порядка α ∈ R+ \ {0} , α ∈ (n − 1;n) , n ∈ N , функции f(x) ∈ Cn

−1

называется

C
x0
Dα
xf(x) :=

1

Γ(n− α)

x∫
x0

(x− t)n−α−1d
nf(t)

dtn
dt.

При α = n положим C
x0
Dn
xf(x) ≡ dnf(x)

dxn dt .

Лемма 1. Пусть α ∈ (n− 1;n), n ∈ N, k ∈ R. Тогда

C
0 D

α
xx

k =

{
Γ(k+1)

Γ(k−α+1)x
k−α при k > n− 1,

0 при k ≤ n− 1.

Постановка задачи
Ради упрощения дальнейших записей будем обозначать

Dα := C
0 D

α
x .
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Будем рассматривать следующую задачу Коши для дробного дифференци-
ального уравнения типа Эмдена-Фаулера:{

D2αu(x) + a
xαD

αu(x) + s(x)g(u) = h(x), x > 0, a > 0, α ∈
(

1
2 ; 1
]
,

u(0) = û0, Dαu(x)
∣∣
x=0

= 0,

(1)

где g(u) =
K∑
k=0

aku
k(x) , K < +∞ .

Дробные степенные ряды
Определение 5. Функциональный ряд вида

+∞∑
n=0

cn(x− x0)
nα, (2)

где α ∈ (k − 1; k] , k ∈ N , x ≥ x0 , называется дробным степенным рядом с
центром в точке x0 .

Свойства дробных степенных рядов см. в [9].

Теорема 2. Рассмотрим функциональный ряд
∑+∞

n=0 un(x) на [x0;x0+R), где
R > 0. Если существуют ν ∈ (0; 1) и n0 ∈ N такие, что ∀n ≥ n0 имеет
место неравенство ∥∥un+1(x)

∥∥ ≤ ν
∥∥un(x)

∥∥,
то он сходится.

Замечание 1. Утверждение теоремы 1 также является частным случаем
теоремы Банаха о неподвижной точке.

Следствие 1. Рассмотрим дробный степенной ряд (2) с центром в точке
x0 . Если имеет место неравенство

lim
n→+∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ < 1

max
x∈[x0;x0+R)

(x− x0)
α ,

то он сходится.
Следствие 2. Рассмотрим дробный степенной ряд (2) с центром в точке

x0 , который сходится к функции f(x) . Тогда величина погрешности между
f(x) и частичной суммой Um =

∑m
j=0 uj(x) имеет оценку:∥∥f(x)− Um

∥∥ ≤ 1

1− ν
νm−m0+1 max

x∈[x0;x0+R)

∣∣cm0
(x− x0)

αm0
∣∣
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∀m0 ∈ Z+ , где cm0
6= 0 .

Метод RFPS
Метод RFPS (residual fractional power series) является одним из примеров

использования дробных степенных рядов. Опишем его на примере задачи Ко-
ши для дробного уравнения типа Эмдена-Фаулера. Общая идея изложена в
[10]. На основании метода в работе приведены два примера с формулами пред-
ставления решения.

Будем искать решение задачи в виде дробного степенного ряда:

u(x) =
+∞∑
n=0

un
xnα

Γ(nα + 1)
.

Для нахождения приближенных значений этого ряда будем использовать
его частичные суммы:

uN(x) =
N∑
n=0

un
xnα

Γ(nα + 1)
.

Пусть

s(x) =
+∞∑
n=0

sn
xnα

Γ(nα + 1)
и h(x) =

+∞∑
n=0

hn
xnα

Γ(nα + 1)
.

Рассмотрим соответствующие частичные суммы:

sN(x) =
N∑
n=0

sn
xnα

Γ(nα + 1)
и hN(x) =

N∑
n=0

hn
xnα

Γ(nα + 1)
.

Из начальных условий видно, что û0 = u(0) = u0 и 0 = Dαu(x)
∣∣
x=0

= u1 .
Рассмотрим функцию невязки ResN(u(x)) , заданную следующим способом:

ResN(u(x)) = D2αuN(x) +
a

xα
DαuN(x) + sN(x)g(uN)− hN(x). (3)

Чтобы найти оставшиеся коэффициенты uN , надо решить дробное диффе-
ренциальное уравнение:

D(N−2)α (ResN(u(x)))
∣∣
x=0

= 0, N ≥ 2.

Окончательная формула приобретает вид:

uN ·
(

1 + a · Γ(1 + (N − 2)α)

Γ(1 + (N − 1)α)

)
=

hN−2 −D(N−2)α

[(
N∑
n=0

sn
xnα

Γ(nα + 1)

)
·

(
K∑
k=0

aku
k
N(x)

)] ∣∣∣∣∣
x=0

, (4)
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где N ≥ 2 .

Примеры
Линейное однородное уравнение
Рассмотрим задачу Коши (1) при s(x) ≡ s ∈ R , h(x) ≡ 0 , g(u) = u(x) .
Получаем из (4) следующую систему для нахождения коэффициентов:{

uN ·
(

1 + a · Γ(1+(N−2)α)
Γ(1+(N−1)α)

)
= −suN−2,

u0 = û0, u1 = 0.

Тогда решение будет иметь вид:

u(x) = lim
N→+∞

uN(x) = û0 +
+∞∑
n=1

u2n
x2nα

Γ(2nα + 1)
=

û0 +
+∞∑
n=1

(
û0 · (−s)n

n∏
k=1

Γ(1 + (2k − 1)α)

Γ(1 + (2k − 1)α) + aΓ(1 + 2(k − 1)α)

)
x2nα

Γ(2nα + 1)
.

J. Rebenda и Z. Šmarda в [7] рассматривали метод дробного дифференци-
ального преобразования (FDT) для решения задачи Коши:{

D2βu(x) + 2
xβ
Dβu(x) + u(x) = 0, x > 0, β ∈

(
1
2 ; 1
]
,

u(0) = 1, u′(0) = 0.

Так, при β = 1 ими было получено решение u(x) = sinx
x .

Решения задачи Коши (1) при s(x) ≡ s ∈ R , h(x) ≡ 0 , g(u) = u(x) и при
α = û0 = s = 1 имеют вид:

• u(x) = J0(x) при a = 1 ;

• u(x) = sinx
x при a = 2 ;

• u(x) = 2J1(x)
x при a = 3 ;

• u(x) = 3 sinx−3x cosx
x3 при a = 4 ;

• u(x) = 8J2(x)
x2 при a = 5 .

Здесь Ja(x) — функция Бесселя первого рода.
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Рис. Графики решений задачи (1) при s(x) ≡ s ∈ R , h(x) ≡ 0 , g(u) = u(x)
и при α = û0 = s = 1 и различных значениях a .

Нелинейное неоднородное уравнение

Рассмотрим задачу Коши (1) при s(x) = xα , g(u) = uk(x) , где k ∈ N , и
h(x) = Γ(1 + 2α) + aΓ(1+2α)

Γ(1+α) + xα(û0 + x2α)k .
Применяя (4), получаем, что

u0 = û0, u1 = 0, u2 = Γ(1 + 2α), uN = 0 при N > 2.

Таким образом, точное решение задачи Коши принимает вид:

u(x) = û0 + x2α.
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7. Rebenda J., Šmarda Z. A Numerical Approach for Solving of Fractional
Emden-Fowler Type Equations. International Conference of Numerical
Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM 2017), AIP Conference
Proceedings, vol. 1978, 2018.

8. S. Chandrasekhar S. Introduction to the Study of Stellar Structure. Dover
Publications, New York, 1967.

9. El-Ajou A., Abu Arqub O., Al Zhour Z., Momani S. New results on fractional
power series: theories and applications. Entropy, vol. 15, pp. 5305–5323, 2013.

10. Syam M.I. Analytical Solution of the Fractional Initial Emden-Fowler
Equation Using the Fractional Residual Power Series Method. International
Journal of Applied and Computational Mathematics, vol. 4, Article number:
106, pp. 1–8, 2018.

УДК 531.01

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ
КОНСОЛИДАЦИИ

Артамонова Н.Б., Шешенин С.В.
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова

(г. Москва, Россия)
artamonovanb@mail.ru

Аннотация. В работе предложена, математически исследована и чис-
ленно реализована достаточно общая формулировка физически и геомет-
рически нелинейной задачи деформирования пористого флюидонасыщенного
материала под нагрузкой при оттоке жидкости из пор. Постановка зада-
чи сформулирована в скоростях перемещений твердой фазы и скоростях
изменения давления жидкости в дифференциальном и вариационном виде.
Уравнения связанной модели консолидации были выведены из общих зако-
нов сохранения механики сплошной среды с применением пространствен-
ного осреднения по представительной области. В модели учитывалось из-
менение пористости и проницаемости среды в процессе деформирования.
Уравнения фильтрации и изменения пористости, изначально представлен-
ные в Эйлеровом подходе, были переформулированы в лагранжевых коорди-
натах твердой фазы с использованием относительной скорости течения
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жидкости согласно подходу ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian). При лине-
аризации вариационных уравнений равновесия использовалась техника диф-
ференцирования по Гато. Для пространственной дискретизации седловой
системы уравнений применялся метод конечных элементов (МКЭ): квад-
ратичные серендиповы элементы для аппроксимации собственно уравнений
равновесия и элементы типа Brick для аппроксимации уравнения фильтра-
ции. Такой выбор конечных элементов позволяет удовлетворить известное
условие корректности Ладыженской-Бабушки-Брецци. Для решения систе-
мы уравнений равновесия и фильтрации использовалось обобщение неявной
схемы с внутренними итерациями на каждом шаге по времени по методу
Удзавы. Сходимость итерационного процесса частично изучена теорети-
чески. Постановка численно реализована в виде собственной компьютерной
программы. Приведены примеры расчетов.

Ключевые слова: модель консолидации Био, смешанная постановка, сед-
ловая система, нелинейное деформирование, метод Удзавы, итерационный
решатель

MATHEMATICAL SIMULATION OF NON-LINEAR
CONSOLIDATION

Artamonova N.B., Sheshin S.V.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. In this paper, a general formulation of a physically and geometrically
nonlinear problem of the deformation of a porous fluid-saturated medium under
load with fluid outflow from the pores is proposed, mathematically studied, and
numerically implemented. We present the formulation of the problem in velocities
of solid phase displacements and the rate of pore pressure change in differential
and variational forms. The equations of the coupled consolidation model were
derived from the general conservation laws of continuum mechanics using spatial
averaging over a representative volume element (RVE). The consolidation model
took into account the change in the porosity and permeability of the medium during
deformation. The equations of filtration and porosity change, originally presented
in Euler approach, were reformulated in Lagrangian coordinates of the solid
phase using the relative fluid velocity according to ALE (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian) approach. The Gateaux differentiation technique was used to linearize the
variational equilibrium equations. For spatial discretization of the saddle system
of equations, the finite element method (FEM) was used: quadratic serendipity
elements for approximating the equilibrium equations and Brick type elements for
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approximating the filtration equation. Such a choice of finite elements allows to
satisfy LBB correctness condition. To solve the system of equilibrium and filtration
equations, a generalization of the implicit scheme with internal iterations at each
time step by the Uzawa method was used. The convergence of the iterative process
is partly theoretically studied. The formulation is numerically implemented in the
form of a self-made computer program. Examples of calculations are given.

Keywords: Biot’s consolidation model, mixed formulation, saddle system,
nonlinear deformation, Uzawa method, iterative solver

1. Постановка задачи и дискретизация
Дифференциальная постановка задачи консолидации включает три урав-

нения: равновесия, фильтрации и изменения пористости [1,2]:
∇ ·
(
Cd (u) : ∇∂u

∂t

)
+∇ ·

(
σeff (u) · ∇∂u

∂t

)
− α (n)∇∂p

∂t−
−α (n)∇p

(
∇ · ∂u∂t

)
+ α (n)∇p · ∇∂u

∂t + ρ (p) ∂f∂t = 0

n (u) ∇ ·
(

k(n)
n(u)µf

∇p
)

= ∇ · ∂u
∂t + n (u) βf

∂p
∂t − βf∇p ·

k(n)
µf
∇p

∂n
∂t −∇n ·

k(n)
n(u)µf

∇p = (1− n)∇ · ∂u
∂t

(1)

Здесь σeff – часть тензора средних напряжений в твердой фазе, u – вектор
средних перемещений в твердой фазе материала, ρ – средняя плотность водо-
насыщенной среды, p – среднее давление в жидкости, n = n(u) – пористость,
k = k (n) – коэффициент проницаемости, α = α (n) – коэффициент Био [3],
βf = const – сжимаемость жидкости, µf = const – динамическая вязкость
жидкости.

Процесс изотермический, поры полностью заполнены флюидом. Жидкость
ньютоновская и однородная, баротропная. Все уравнения записаны в лагран-
жевых координатах ξ осредненной твердой фазы.

Уравнения (1) квазилинейные, т.е. линейные относительно du, dp (or ṗ) и
dn (or ṅ), но нелинейные относительно u, p и n. Компоненты тензора Cd в де-
картовом базисе выражаются в терминах компонент тензора тангенциального
модуля CE = ∂Seff

/
∂E : Cd

ijkl = J−1FipFjqFkrFlsC
E
pqrs [4]. Seff – тензор на-

пряжений Кирхгофа, E – тензор деформаций Грина-Лагранжа. Все функции
в (1) зависят от лагранжевых координат ξ осредненной твердой фазы.

Сделаем замену p→ p+p0, n→ n+n0, где p0 (x) и n0 (x) – начальные зна-
чения. Градиенты p и n предполагаются малыми по сравнению с градиентами
p0 и n0 . Для простоты будем считать, что начальное давление и пористость
однородны: p0 (x) = const, n0 (x) = const. Тогда уравнения (1) упрощаются
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[2]: 
∇ ·
(
Cd (u) : ∇∂u

∂t

)
+∇ ·

(
σeff (u) · ∇∂u

∂t

)
− α (n)∇∂p

∂t+
+ρ (p) ∂f∂t = 0

n (u) ∇ ·
(

k(n)
n(u)µf

∇p
)

= ∇ · ∂u
∂t + n (u) βf

∂p
∂t

∂n
∂t = (1− n)∇ · ∂u

∂t

(2)

Согласно идее метода Удзавы ∂u
∂t = A−1

(
F − α∇∂p

∂t

)
, F = ρ∂f∂t , A озна-

чает оператор задачи в соответствующем функциональном пространстве. В
результате получаем систему уравнений:

∂n
∂t = (1− n)∇ · A−1

(
F − α∇∂p

∂t

)
n (u) ∇ ·

(
k(n)
n(u)µf

∇p
)

= ∇ · A−1
(
F − α∇∂p

∂t

)
+ n (u) βf

∂p
∂t

(3)

Система (3) включает два связанных квазилинейных нестационарных урав-
нения. Существование решения системы (3) основано на том, что ∇ · A−1∇
– положительно определенный симметричный оператор, спектрально эквива-
лентный тождественному оператору. Следовательно, второе уравнение в (3) –
это уравнение параболического типа, если n > 0. Следовательно, его решение
p = p (n, t,x) существует. Если его подставить в первое уравнение (3), то оно
превратится в нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение отно-
сительно n . Существование единственного решения этого уравнения кажется
очевидным при достаточно общих условиях.

Предлагаемый алгоритм решения системы (2) использует ту же подстанов-
ку Удзавы. Он заключается в решении на каждом шаге внутренней седло-
вой системы, состоящей из двух первых уравнений в (2), с использованием
алгоритма типа Удзавы и последующем уточнении последнего уравнения с
использованием неявной схемы Эйлера. Используется дискретизация по t с
помощью разностных производных назад. Отметим, что оператор ∇ · A−1∇
положительно определенный и симметричный при некоторых ограничениях
на граничные условия.

Для дискретизации вариационной постановки задачи консолидации мето-
дом конечных элементов (МКЭ) для приращений перемещения скелета ис-
пользовались 20-узловые серендиповы квадратичные элементы (Q2), а для
аппроксимации приращений давления жидкости – 8-узловые трилинейные
элементы (Q1), удовлетворяющие LBB условию корректности дискретизиро-
ванной седловой системы [5]. В результате приходим к полностью дискретизи-
рованным вариационным уравнениям, которые должны выполняться для лю-
бых пробных функций wN (ξ, t) ∈ HN

u и qN (ξ, t) ∈ HN
p . На глобальном уровне
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КЭ аппроксимация имеет вид ∆uNα =
∑Nu

i=1 U
i
αϕi, U i =

(
U i

1, U
i
2, U

i
3

)
, ∆pN =∑Np

i=1 P
iψi . 

∫
V

(
∇wN : Cd

(
uN
)

: ∇∆uN
)
dV+

+
∫
V σ

eff
(
uN
)

:
[(
∇wN

)T · ∇∆uN
]
dV−∫

V α ∆pN ∇ ·wN dV −
∫
V ρ ∆f ·wN dV−

−
∫

Σ2
∆ S ·wN dΣ = 0∫

V ∇q
N · kµf∇p

N dV +
∫
V q

N∇n · k
nµf
∇pN dV+

+
∫
V q

N∇ · ∆u
∆t

N
dV +

∫
V q

Nnβf
∆p
∆t

N
dV = 0

(4)

2. Итерационный метод
Запишем систему (4) в блочной форме на каждом временном шаге, исполь-

зуя глобальный вектор неизвестных U и P :[
A D
B −τ C

]
·
{
U
P

}
=

{
F
G

}
(5)

Симметричность всей блочной матрицы (5), т. е. D = BT , очень важна
для построения эффективного алгоритма решения системы (5). В терминах
блочной матрицы (5) идея метода Удзавы записывается в виде:(

1

τ
BA−1BT + C

)
P =

1

τ
BA−1F +

1

τ
G = F ∗. (6)

Уравнение (6) может быть решено различными итерационными методами.
Прежде всего обозначим оператор Шура S = 1

τBA
−1BT + C. Его симметрия

позволяет использовать все итерационные методы вплоть до самого быстрого
метода сопряженных градиентов. Если матрица (5) несимметрична, то тем не
менее можно использовать менее эффективные итерационные методы. Общий
двухслойный итерационный метод имеет вид:

B
P s+1 − P s

τ s+1
= SP s + F ∗. (7)

Скорость сходимости процесса (7) зависит от выбора предобуславливателя
B . Его можно эффективно выбрать в таком виде, чтобы он был спектрально
эквивалентен оператору S [6]. Спектральная эквивалентность означает вы-
полнение следующих неравенств:

0 < γ1B ≤ S ≤ γ2 B
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с независимыми от сетки границами γ1, γ2 . Оказалось, что выбор B в виде

B =
1

τ
E + C

обеспечивает спектральную эквивалентность. В самом деле, B отличается от S
так же, как BA−1BT отличается от тождественного оператора E. На самом
деле имеет место следующая последовательность неравенств эквивалентно-
сти. Прежде всего, заметим, что матрица A спектрально эквивалентна КЭ
дискретизации дифференциального оператора Лапласа C0

c1C 0 ≤ A ≤ c2C 0.

Как следствие, запишем неравенства в терминах обратных A−1 и C−1
0 :

1

c2
C−1

0 ≤ A−1 ≤ 1

c1
C−1

0 .

Спектральная эквивалентность BC−1
0 BT тождественному оператору E озна-

чает:
0 < mE ≤ BC−1

0 BT ≤ E.

Тогда мы имеем:
m

c2
E ≤ BA−1BT ≤ 1

c1
E. (8)

Наконец, объединяя неравенства (8) с определениями S и B , получаем:

min{m/c2, 1}B ≤ S ≤ max{1/c1, 1}B,

что означает спектральную эквивалентность S и B в виде с константами

γ1 = min{m/c2, 1}, γ2 = {1/c1, 1}.

Скорость сходимости определяется соотношением γ1/γ2 и не зависит от
шага ∆t по времени и коэффициента проницаемости k.

Внутренняя итерационная процедура представляет собой описанный выше
метод типа Удзавы [7]:

div
(
Cd
(
ûm−1

)
: grad ∆ûm,s

)
+ div

(
σeff

(
ûm−1

)
· grad ∆ûm,s−1

)
+

+ρm−1∆f = α
(
nm−1

)
grad ∆p̂m,s−1

−nm−1 div

(
k(nm−1)
nm−1µf

∇
(
p̂m−1 + ∆p̂m,s

))
= ∇ · ∆ûm,s

∆t + nβf
∆p̂m,s

∆t

Здесь m и s – номер шага по времени и номер внутренней итерации соответ-
ственно.
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Внешний процесс заключается в уточнении пористости:

∆nm,r

∆t = (1− nm,s)∇ · ∆ûm,r−1

∆t , ρm,r = (1− nm,r) ρs + nm,rρf
div
(
Cd
(
ûm,r−1

)
: grad ∆ûm,r

)
+ div

(
σeff

(
ûm,r−1

)
· grad ∆ûm,r

)
+

+ρm,r∆f = α (nm,r) grad ∆p̂m

Здесь r – номер внешней итерации. Приведенные выше уравнения сфор-
мулированы в дифференциальном виде для удобства читателя.

Предложенная модель была реализована в собственном программном коде
и использовалась для моделирования упругопластического деформирования
водонасыщенного грунта под нагрузкой при оттоке жидкости и гиперупру-
гого деформирования биологического материала, насыщенного кровью или
плазмой.
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Abstract: Consider an extremum problem to one-dimensional general type
parabolic equation with weighted integral cost functional, we obtain estimates for
the norm of control functions in different functional spaces
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1. Introduction
We consider the extremum problem with weighted integral cost functional for

the following parabolic mixed problem

ut = (a(x, t)ux)x + b(x, t)ux + h(x, t)u, (1)
(x, t) ∈ QT = (0, 1)× (0, T ), T > 0,

u(0, t) = ϕ(t), ux(1, t) = ψ(t), 0 < t < T, (2)
u(x, 0) = ξ(x), 0 < x < 1, (3)

where the real functions a , b and h are smooth in QT ,

0 < a0 ≤ a(x, t) ≤ a1 <∞,
ϕ ∈ W 1

2 (0, T ) , ψ ∈ W 1
2 (0, T ), ξ ∈ L2(0, 1) . Here W 1

2 (0, T ) is Sobolev space of
weakly differentiable functions with the norm

‖u‖W 1
2 (0,T ) =

 T∫
0

(|u′|2 + |u|2)dt

1/2

.
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We study the control problem with a point observation: by controlling the
temperature ϕ at the left end of the segment (the functions ψ and ξ are assumed
to be fixed), we try to make at some point x0 ∈ (0, 1) the temperature u(x0, t)
close to the given function z(t) over the entire time interval (0, T ) .

This problem arises in the model of climate control in industrial greenhouses [1
— 3].

Note that extremum problems for parabolic equations were considered in [4 —
7] (as usual, problems with final or distributed observation). But the results and
methods of investigation are not similar to our methods.

The proposed paper develops and generalizes the authors’ results of [8 — 12].
We study here a more general equation with a variable diffusion coefficient a ,
a convection coefficient b , and a potential d , called the depletion potential, and
obtain lower estimates of control function ϕ with the help of the value of a quality
functional in various spaces.

Some methods of study the parabolic control problems is used in [13], but there
were no results similar to presented in our article (for example, estimates of control
functions or positivity principle).

Definition 1. ([14], p. 6.)We denote by V 1,0
2 (QT ) the Banach space of functions

u ∈ W 1,0
2 (QT ) with the finite norm

‖u‖V 1,0
2 (QT ) = sup

0≤t≤T
‖u(x, t)‖L2(0,1) + ‖ux‖L2(QT )

such that t 7→ u(·, t) is a continuous mapping [0, T ]→ L2(0, 1).
We denote by W̃ 1

2 (QT ) the set of functions η ∈ W 1
2 (QT ) satisfying the

conditions η(x, T ) = 0 , η(0, t) = 0 .

Definition 2. A weak solution to problem (1) — (3) is a function u ∈ V 1,0
2 (QT )

satisfying the condition u(0, t) = ϕ(t) and the equality∫
QT

(a(x, t)uxηx − b(x, t)uxη − h(x, t)uη − uηt) dx dt =

=

1∫
0

ξ(x)η(x, 0) dx+

T∫
0

a(1, t)ψ(t) η(1, t) dt

for all η ∈ W̃ 1
2 (QT ).

2. Main Results
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Theorem 1.([11 — 12]) The problem (1) — (3) has a unique weak solution
u ∈ V 1,0

2 (QT ), and it satisfies the inequality

‖u‖V 1,0
2 (QT ) ≤ C1

(
‖ϕ‖W 1

2 (0,T ) + ‖ψ‖W 1
2 (0,T ) + ‖ξ‖L2(0,1)

)
,

with some constant C1 independent of ϕ, ψ and ξ .

Corollary 1. The solution u of the problem (1) — (3) continuously depends on
the initial datum ξ and boundary data ϕ, ψ from L2(0, 1)×W 1

2 (0, T )×W 1
2 (0, T )

to V 1,0
2 (QT ).

To obtain the next estimate we need the following positivity principle.

Theorem 2. Let u be a solution of the problem (1) — (3) with the boundary
and initial functions ϕ, ψ and ξ satisfying the conditions ess inf

t∈(0,T )
ϕ ≥ 0,

ess inf
t∈(0,T )

ψ ≥ 0, t ∈ [0, T ], ess inf
t∈(0,1)

ξ ≥ 0, x ∈ [0, 1]. Then the solution u

is nonegative, too:
ess inf

(x,t)∈QT
u ≥ 0.

Using Theorem 2, we have the following estimate.

Theorem 3. Let the functions a, b, h satisfy the conditions at ≥ 0, bx−h ≥
0, (x, t) ∈ QT ; b ≥ 0, (x, t) ∈ [0, x0]× [0, T ], x0 ∈ (0, 1]; b(1, t) ≤ 0, t ∈ [0, T ].
Then for the solution u of the problem (1) — (3) the inequality

‖u(x0, t)‖L1(0,T ) ≤ ‖ϕ‖L1(0,T ) +
x0

a1

(
a2‖ψ‖L1(0,T ) + ‖ξ‖L1(0,1)

)
holds.

Corollary 2. Let a, b, h satisfy the conditions of Theorem 3, ψ = 0, ξ = 0.
Then, for solution of the problem (1) — (3), the following inequality holds:

‖u(x0, t)‖L1(0,T ) ≤ ‖ϕ‖L1(0,T ).

We denote by Φ ⊂ W 1
2 (0, T ) the set of control functions ϕ and by Z ⊂ L2(0, T )

the set of objective functions z . We further suppose that Φ is non-empty, closed,
convex and bounded set. Consider the weighted integral cost functional

J [z, ρ, ϕ] =

T∫
0

|uϕ(x0, t)− z(t)|2ρ(t)dt,

x0 ∈ (0, 1), ϕ ∈ Φ, z ∈ Z,
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where uϕ ∈ V 1,0
2 (QT ) is the solution to the problem (1) — (3) with the given

control function ϕ . Here ρ ∈ L∞(0, T ) is a real-valued weight function such that

0 < ρ1 = ess inf
t∈(0,T )

ρ(t).

Assuming the functions z and ρ to be fixed, consider the minimization problem

m[z, ρ,Φ] = inf
ϕ∈Φ

J [z, ρ, ϕ].

In ([11] — [12]) the following result is obtained.
Theorem 4. For any z ∈ L2(0, T ) there exists a unique function ϕ0 ∈ Φ such

that
m[z, ρ,Φ] = J [z, ρ, ϕ0].

Theorem 3 implies a lower estimate for the norm of control functions in terms
of the value of the quality functional, as you can see from the following theorem.

Theorem 5. Let x0 and the functions a, b and h satisfy the conditions of
Theorem 3. Then the following inequality holds:

‖ϕ‖L1(0,T ) ≥ max

{
0, ‖z‖L1(0,T )−

(
TJ [ϕ, ρ, z]

ρ1

)1/2

−x0

a1

(
a2‖ψ‖L1(0,T ) + ‖ξ‖L1(0,1)

)}
.

(4)

The resulting estimate (4) allows us to obtain information on control functions.
It is useful for estimating the internal energy of the system necessary to achieve a
required value of the functional J .

Corollary 2. Let x0 and the functions a, b and h satisfy the conditions of
Theorem 3. Suppose ψ = ξ = 0. Then the following inequality holds:

‖ϕ‖L1(0,T ) ≥ max

{
0, ‖z‖L1(0,T ) −

(
TJ [ϕ, ρ, z]

ρ1

)1/2
}
.

We can also give lower estimates to the various norms of the control function
ϕ .

Theorem 6. Let x0 and the functions a, b and h satisfy the conditions of
Theorem 3. Then the following inequality holds:

‖ϕ‖L2(0,T ) ≥ max

{
0,

1

T 1/2
‖z‖L1(0,T ) −

(
J [ϕ, ρ, z]

ρ1

)1/2

−
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− x0

a1T 1/2

(
a2‖ψ‖L1(0,T ) + ‖ξ‖L1(0,1)

)}
. (5)

Theorem 7. Let x0 ∈ (0, 1] and the functions a, b and h satisfy the conditions
of Theorem 3. Then the following inequality holds:

‖ϕ‖W 1
2 (0,T ) ≥ max

{
0,

1

T 1/2
‖z‖L1(0,T ) −

(
J [ϕ, ρ, z]

ρ1

)1/2

−

− x0

a1T 1/2

(
a2‖ψ‖L1(0,T ) + ‖ξ‖L1(0,1)

)}
(6)

Proofs of some part of these results can be found in [15].

3. Open problems

1. It is interesting to obtain upper estimates in different spaces for control
function ϕ similar to lower estimates (4) — (6).

2. An important problem is to prove that m[z, ρ,W 1
2 (0, T )] = 0 for any z ∈

L2(0, T ) and ρ ∈ L∞(0, T ) to the equation (1) with general type variable
coefficients a(x, t) , b(x, t) , h(x, t) . Now this result is proved for equations
with coefficients independent of t (see [8 — 12]).
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Аннотация. Рассматривается двумерная система уравнений Навье–
Стокса с быстро осциллирующими членами в уравнениях и граничных усло-
виях. Исследуя задачу в перфорированной области, мы задаем однородное
условие Дирихле на внешней границе и условие Фурье (Робена) на границе
полостей. При таких предположениях мы доказываем, что траекторные
аттракторы этой системы сходятся в некоторой слабой топологии к тра-
екторным аттракторам усредненной системы уравнений Навье–Стокса с
дополнительным потенциалом и нетривиальной правой частью в области
без пор. При этом мы выводим предельную (усредненную) систему уравнений
и доказываем существование траекторных аттракторов для этой системы.

Ключевые слова: аттракторы, усреднение, система уравнений Навье–
Стокса, нелинейные уравнения, слабая сходимость, перфорированная об-
ласть, быстро осциллирующие члены.
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Abstract. We consider two-dimensional Navier–Stokes system of equations
with rapidly oscillating terms in the equations and boundary conditions. Studying
the problem in a perforated domain, we set homogeneous Dirichlet condition on the
outer boundary and the Fourier (Robin) condition on the boundary of the cavities.
Under such assumptions we prove that the trajectory attractors of this system
converge in some weak topology to trajectory attractors of the homogenized Navier–
Stokes system of equations with an additional potential and nontrivial right hand
side in the domain without pores. In doing so, we derive the limit (homogenized)
system of equations and prove the existence of trajectory attractors for this system.

Keywords: attractors, averaging, system of equations Navier–Stokes, nonlinear
equations, weak convergence, perforated area, rapidly oscillating members

Ведение
В настоящей работе изучается асимптотическое поведение аттракторов
начально-краевой задачи для двумерной системы уравнений Навье–Стокса в
перфорированных областях (о геометрии области см. [1]). Отметим несколько
работ по усреднению аттракторов, которые появились в последнее время (см.
[2,3] и [4]).

В настоящей статье доказывается, что траекторный аттрактор Aε двумер-
ной системы уравнений Навье – Стокса (см. также [5] и [6]) в перфорирован-
ной области сходится в слабом смысле при ε→ 0 к траекторному аттрактору
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A усредненной системы уравнений в соответствующем функциональном про-
странстве. Здесь малый параметр ε также характеризует диаметр полостей и
расстояние между ними в перфорированной среде.

1. Основной результат
Пусть Ω – ограниченная область в R2 с кусочно-гладкой границей ∂Ω .

Пусть G0 – область, принадлежащая Y = (−1
2 ,

1
2)2 , такая, что G0 является

компактом диффеоморфным шару.
Пусть δ > 0 и M – некоторое множество, введем следующее обозначение

δM = {x : δ−1x ∈ M} . Для j ∈ Z2 определим P j
ε = εj, Y j

ε = P j
ε + εY,Gj

ε =

P j
ε + εG0. Далее определим область Ω̃ε = {x ∈ Ω : ρ(x, ∂Ω) >

√
2 ε}

и множество допустимых индексов Υε =
{
j ∈ Zn : Gj

ε ∩ Ω̃ε 6= ∅
}
. Заметим,

что |Υε| ∼= dε−2 , где d > 0 – некоторая постоянная. Рассмотрим следую-
щую область Ωε = Ω \ Gε , где Gε =

⋃
j∈Υε

Gj
ε . Обозначим Qε = Ωε × (0,+∞),

Q = Ω× (0,+∞).
Введем следующие обозначения для пространств H := [L2(Ω)]2 , Hε :=

[L2(Ωε)]
2 , V := [H1

0(Ω)]2 , Vε := [H1(Ωε; ∂Ω)]2 – множество вектор-
функций из [H1(Ωε)]

2 с нулевым следом на ∂Ω . Нормы в этих про-
странствах определяются, соответственно, следующим образом ‖v‖2 :=∫

Ω

∑2
i=1 |vi(x)|2dx, ‖v‖2

ε :=
∫

Ωε

∑2
i=1 |vi(x)|2dx, ‖v‖2

1 :=
∫

Ω

∑2
i=1 |∇vi(x)|2dx,

‖v‖2
1ε :=

∫
Ωε

∑2
i=1 |∇vi(x)|2dx.

Изучается асимптотическое поведение траекторных аттракторов следую-
щей начально-краевой задачи для автономной двумерной системы уравнений
Навье–Стокса

∂uε
∂t
− ν∆uε + (uε,∇)uε = g

(
x,
x

ε

)
, x ∈ Ωε,

(∇, uε) = 0, x ∈ Ωε,

ν
∂uε
∂n

+B
(x
ε

)
uε = 0, x ∈ ∂Gε, t ∈ (0,+∞),

uε = 0, x ∈ ∂Ω
uε = U(x), x ∈ Ωε, t = 0.

(1)

Здесь uε = uε(x, t) = (u1
ε, u

2
ε) , g = g (x, y) = (g1, g2) ∈ H , n – вектор внешней

нормали к границе и ν > 0 , B(s) =

(
b1(s) 0

0 b2(s)

)
, функции bk(s) ∈ C(R2)

такие, что bk(s) – 1-периодические по каждой переменной функции на R2 и
удовлетворяют условию

∫
∂G0

bk(s) dσ = 0, где σ – элемент длины кривой ∂G0 ,

k = 1, 2 .
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Для вектор-функции g (x, y) будем считать, что функции g
(
x, xε
)
∈ H для

любого ε > 0 и имеют среднюю g(x) в пространстве H при ε→ 0+ , то есть
g
(
x, xε
)
⇀ g(x) при ε→ 0+ слабо в H.

Усредненная (предельная) задача имеет следующий вид:

∂u0

∂t
− ν

2∑
i,l=1

âil
∂2u0

∂xi∂xl
+ (u0,∇)u0 + V u0 = ḡ(x), x ∈ Ω,

(∇, u0) = 0, x ∈ Ω,
u0 = 0, x ∈ ∂Ω
u0 = U(x), x ∈ Ω, t = 0,

(2)

где

âil =

∫
Y \G0

(
∂Nl(ξ)

∂ξi
+ δil

)
dξ, ḡ(x) =

∫
Y \G0

g(x, ξ) dξ,

mk = −
∫
∂G0

bk(ξ)Mk(ξ) dσ, V =

(
m1 0
0 m2

)
,

здесь Mk(ξ) и Nl(ξ) – 1-периодические функции по ξ , удовлетворяющие за-
дачам

∆Mk = 0 в Y \G0,
∂Mk

∂ν
= −bk(ξ) на ∂G0,

∆Nl = 0 в Y \G0,
∂Nl

∂ν
= −νl на ∂G0

и имеющие нулевые средние по ячейке периодичности. Обозначим λ0 — первое

собственное значение оператора ν
2∑

i,l=1

âil
∂2

∂xi∂xl
в пространстве V .

Имеет место следующая теорема (см. [7]).

Теорема 3. Пусть λ0 > max{m1,m2}, тогда в пространстве Lb2(R+;V) ∩
L∞(R+;H) ∩

{
v
∣∣∣ ∂v∂t ∈ Lb2(R+;H)

}
справедливо предельное соотношение

Aε → A при ε→ 0+, (3)

где Aε , A — траекторные аттракторы задач (1) и (2) соответственно.
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No 5. – P. 351–359.

3. Bekmaganbetov K.A., Chechkin G.A., Chepyzhov V.V. Strong Convergence of
Trajectory Attractors for Reaction–Diffusion Systems with Random Rapidly
Oscillating Terms. Communications on Pure and Applied Analysis (CPAA).
– 2020. – V. 19, No 5. – P. 2419–2443.

4. Bekmaganbetov K.A., Chechkin G.A., Chepyzhov V.V. Strange Term” in
Homogenization of Attractors of Reaction–Diffusion Equation in Perforated
Domain. Chaos, Solitons & Fractals. – 2020. – V. 140, Art. No 110208.

5. Chepyzhov V.V., Vishik M.I. Non-autonomous 2D Navier-Stokes system with
a simple global attractor and some averaging problems. ESAIM Control
Optim. Calc. Var. – 2002. – V. 8. – P. 467–487.

6. Chepyzhov V.V., Vishik M.I Non-autonomous 2D Navier-Stokes system with
singularly oscillating external force and its global attractor. J. Dynam. Diff.
Eq. – 2007. – V. 19, No 3. – P. 655–684.

7. Бекмаганбетов К.А., Толеубай А.М., Чечкин Г.А. Об аттракторах систе-
мы уравнений Навье–Стокса в двумерной пористой среде. Проблемы ма-
тематического анализа.- 2022. Т. 115, С. 15–28.

УДК: 517.9

ОБ ОДНОЙ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННОЙ СИСТЕМЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
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Аннотация: В работе для одной переопределённой системы дифференциаль-
ных уравнений второго порядка получено представление многообразия реше-
ний в явном виде, когда коэффициенты первого уравнения связаны между
собой определённым образом. Изучены свойства полученных решений.

Ключевые слова: переопределённая система, многообразие решений,
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ABOUT FOR ONE OVERDETERMINED SYSTEM
SECOND-ORDER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ONE

INTERNAL SINGULAR LINE

Bobonazarov I.O., Shamsudinov F.M.
N.Khusrav Bokhtar State University

(Bokhtar, Tajikistan)

Abstract. In the paper, for one second-order overdetermined system of
differential equations, we obtain an explicit representation of the variety of
solutions when the coefficients of the first equation are interconnected in a certain
way. The properties of the obtained solutions.

Keywords: overdetermined system, manifold of solutions, rectangle, singular
line, properties of solutions.

Через D1 обозначим область ограниченную участками
Γ+

1 = {y = 0, 0 < x < δ1} полуоси y = 0, x ≥ 0, Γ+
0 = {y − x = 0, 0 < x < δ1}

прямой y = x, через D2 обозначим область ограниченную участками Γ+
2 =

{x = 0, 0 < y < δ2} полуоси x = 0, y > 0 и Γ+
0 .

Пусть T = D1 ∪D2, T0 = D1 ∪D2 ∪ Γ+
0 , T̄0 = T ∪ Γ+

1 ∪ Γ+
2 .

В одной из областей D1 , D2 или T рассмотрим систему уравнений следу-
ющего вида

∂2u

∂x∂y
+
a1(x, y)

(x− y)α
∂u

∂x
+

b1(x, y)

(x− y)β
∂u

∂y
+

c1(x, y)

(x− y)α+β
u =

f1(x, y)

(x− y)α+β
,

∂u

∂y
+

b2(x, y)

(x− y)γ
u =

f2(x, y)

(x− y)γ
,

(4)

где a1 (x, y) , b1 (x, y) , c1 (x, y) , b2 (x, y) , f1 (x, y) , f2 (x, y)− заданные функции
в области T, α = β = γ = 1.

Проблеме исследования уравнений и переопределенных систем дифферен-
циальных уравнений с сингулярными коэффициентами посвящены работы [1]-
[10].

В настоящей работе на основе способа разработанного в [3–5] получены
представления многообразия решений системы уравнений (1) при помощи од-
ной произвольной постоянной.

Итак, доказано
Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) α = β = γ = 1. коэффици-

енты и правые части удовлетворяют следующим условиям:
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1) b1 (x, y) ∈ C1
y (T ) , b2 (x, y) ∈ C1

x (T ) , f2 (x, y) ∈ C1
x (T ) ,

a1 (x, y) , c1 (x, y) , f1 (x, y) ∈ C (T ) ;

2) c2 (x, y) = −c1 (x, y) + (x− y)2 ∂
∂y

(
b1(x,y)
x−y

)
+ a1 (x, y) b1 (x, y) = 0;

3) |b1 (x, y)− b1 (y, y)| ≤ H1|x− y|β1, H1 = const, 0 < β1 < 1,

|a1 (x, y)− a1 (x, x)| ≤ H2|x− y|α1, H2 = const, 0 < α1 < 1,

|b2 (0, y)− b2 (0, 0)| ≤ H3y
γ1, H3 = const, 0 < γ1 < 1;

4) − 1− b1 (y, y) < a1 (x, x) < −1, b2 (0, 0) < 0;

5) a) ∂
∂y

(
b(x,y)
x−y

)
= ∂

∂x

(
b2(x,y)
x−y

)
,

b)(x− y)2 ∂

∂x

(
f2 (x, y)

x− y

)
+ b1 (x, y) f2 (x, y) =

= (x− y) (b2 (x, y)−−a1 (x, y)) exp
[
−W 1

a1
(x, y)

]
|x− y|a1(x,x)×

×
(
ϕ1 (x) +

y∫
0

f1(x,s)(x,s)

(x−s)2|x−y|a1(x,x)exp
[
−W 1

a1
(x, s)

]
ds

)
+ f1 (x, y) в T ;

6) f1 (x, y) = o (|x− y|µ1) , µ1 > 1 + a1 (x, x) .
Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса C2

(
T\Γ+

0

)
пред-

ставимо в виде

u (x, y) = |x− y|−b1(y,y)exp
[
−W 1

b1
(t, y)

]
×

ψ1 (y) +

x∫
0

exp
[
W 1

b1
(t, y)−W 1

a1
(t, y)

]
|t− y|a1(t,t)+b1(y,y)×

×
(
ϕ1 (t) +

y∫
0

f1(t,s)exp[W 1
a1

(t,s)]
(t−s)2|t−s|a1(t,t) ds

)
dt

}
≡ K1 (ψ1 (y) , ϕ1 (x) , f1 (x, y)) , (2)

ψ1 (y) = yb2(0,0)exp
[
W 1

b2
(0, y)

]c1 −
y∫
0

f2 (0, s)

s1+b2(0,0)
exp

[
−W 1

b2
(0, s)

]
ds

 =

≡ N1 (c1, f2 (0, y)) , (3)

ϕ1 (x) =
1

x1+a1(x,x) (b2 (x, 0)− a1 (x, 0))
×
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×

x2 ∂

∂x

(
f2 (x, y)

x− y

) ∣∣∣∣∣∣y = 0
+ b1 (x, 0)− f2 (x, 0)− f1 (x, 0)

 , (4)

где

W 1
b1

(x, y) =

x∫
0

b1 (t, y)− b1 (y, y)

t− y
dt, W 1

a1
(x, y) =

y∫
0

a1 (x, s)− a1 (x, x)

x− s
ds,

W 1
b2

(0, y) =

y∫
0

b2 (0, s)− b2 (0, 0)

s
ds,

c1 – произвольная постоянная.
Полученное решение обладает свойствами.

10. Если x→ 0 то

u (0, y) = y−b1(y,y)ψ1 (y) .

20. Если x→ 0 и y → 0 , то
lim
y→0

{
lim
x→0

u (x, y)
}

= lim
y→0

{
y−b1(y,y)ψ1 (y)

}
= O

(
y−b1(y,y)+b2(0,0)

)
.

30.
lim
y→0

{
yb1(y,y)−b2(0,0)lim

x→0
u (x, y)

}
= c1.
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Аннотация. Методы поддержки множественных графических процессо-
ров для решения систем нелинейных нестационарных дифференциальных
уравнений в частных производных для полностью неявных методов реше-
ния.
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TECHNOLOGIES FOR CALCULATING THE PATTERN AND
SPARSE MATRIX ELEMENTS ON GPUs
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(Moscow, RF)

Abstract. Methods for supporting multiple GPUs for solving systems of
nonlinear non-stationary partial differential equations for fully implicit methods.

Keywords: Systems of nonlinear equations, Newton’s method, GPU, multi
GPU, MPI.

Рассмотрим задачу решения системы нелинейных нестационарных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Одним из способов решения
данной системы уравнений является полностью неявный метод с последую-
щим использованием метода Ньютона для дискретизованной по пространству
системы. Опишем основные этапы данного алгоритма:

1. Выбор начального приближения для решения исходной системы.
2. Вычисление на основании текущего приближения якобиана системы

нелинейных уравнений и соответствующей правой части.
3. Решение полученной системы линейных уравнений.
4. Обновление приближения для решения исходной нелинейной системы

на основе решения линейной системы и, в случае если не выполнен критерий
сходимости, переход к пункту 2 алгоритма.

Основная вычислительная сложность данного алгоритма заключается в
вычислении якобиана и правой части, а также в решении линейной систе-
мы уравнений. При решении систем нелинейных уравнений с высокой часто-
той дискретизации вычислительная нагрузка становится особенно большой.
Это, а также высокая степень параллельности данного алгоритма, делает его
хорошим кандидатом для реализации на графических процессорах (GPU). В
данной статье основное внимание будет сосредоточено на вопросах реализации
данного алгоритма на системах с несколькими GPU. При реализации алгорит-
мов на графических процессорах непосредственно на графических процессо-
рах выполняются самые вычислительно сложные этапы алгоритма. В нашем
случае это решение линейной системы и построение якобиана и правой части.
Остальные этапы алгоритма ввиду их небольшой вычислительной сложно-
сти, а, следовательно, незначительного времени работы относительно общего
времени работы алгоритма, можно выполнять на центральных процессорах
(CPU). Такой подход проще в реализации и позволяет добиться наиболее
существенного улучшения производительности. При реализации алгоритмов
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для систем с несколькими графическими процессорами (multi GPU систем)
возникает ряд сложностей, нехарактерных для многоядерных центральных
процессоров.

Во-первых, это доступ к памяти. Хотя графический процессор может об-
ращаться к памяти другого графического процессора, установленного на том
же узле вычислительной системы, и читать, копировать, записывать необхо-
димые ему данные, но время такого доступа к памяти будет кратно больше,
чем время доступа графического процессора к своей собственной памяти.

Во-вторых, это вопрос синхронизации памяти различных GPU. В процес-
се вычислений могу понадобиться данные, которые будут необходимы всем
GPU. Для того чтобы обеспечить согласованность этих данных, можно либо
хранить их на CPU, но тогда доступ к таким данным будет крайне медленным,
либо хранить дубликат этих данных на каждом GPU, но тогда обязанность
по синхронизации этих данных, лежащих в памяти различных GPU, ложится
на плечи программиста, что чревато ошибками и усложняет общую логику
работы программы.

Теперь отвлечeмся от этого и поговорим об MPI программах. В MPI про-
граммах создаҷтся несколько MPI процессов, которые, как правило, работа-
ют на разных узлах вычислительной системы и не имеют прямого доступа к
памяти другого MPI процесса. При этом запрашивать и обмениваться необхо-
димыми данными процессы могут с использованием интерфейса MPI.

При реализации алгоритма с использованием MPI этапы алгоритма разби-
ваются на типы:
• могут быть посчитаны на основании данных, хранящихся в памяти дан-

ного MPI процесса;
• требуют данных, находящихся в памяти другого MPI процесса. После

получения этих данных могут быть посчитаны в рамках текущего MPI про-
цесса;
• могут быть посчитаны в рамках только одного из всех MPI процессов.
Для эффективной реализации алгоритма на MPI большинство его этапов

должны быть либо первого, либо второго типа, причҷм для этапов второго
типа должна требоваться пересылка незначительного объҷма данных, так как
пересылка данных между MPI процессами очень медленная операция. Этапы
третьего типа могут присутствовать в эффективной реализации алгоритма, но
так как во время их выполнения работает только один процесс, а остальные
процессы его ждут, то количество таких этапов должно быть минимальным,
и они не должны быть вычислительно сложными.

Как можно видеть описанный алгоритм решения системы нелинейных
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уравнений имеет хороший потенциал для ускорения от использования MPI,
так расчёт матрицы и правой части после необходимых обменов может осу-
ществляться в каждом процессе независимо. Для решения линейной системы
уравнений в большинстве случаев используется итерационные методы. В та-
ком случае обмен данными будет происходить на каждой итерации, после чего
будет следовать вычислительно сложный этап умножения матрицы на вектор.

Вернёмся к вопросу реализации описанного алгоритма решения систем
нелинейных уравнений на multi GPU системах. Как можно видеть, те про-
блемы, которые возникают при реализации алгоритмов для multi GPU си-
стем, очень схожи с теми ограничениями, которые есть у MPI реализации. То
есть отдельные GPU во многом схожи с MPI процессами. Отсюда возникает
идея - использовать для реализации алгоритма на multi GPU системах идео-
логию MPI программ. Это позволит избежать указанных проблем с помощью
обменов данными, заложенных в идеологию MPI программ.

Такой подход имеет несколько плюсов:
• обмен данными между GPU становится унифицированным. Все обмены

происходят в выделенных местах алгоритма.
• если текущий алгоритм уже поддерживает MPI, то реализация алгоритма

для нескольких GPU упрощается, так как для реализации потребуется лишь
в выделенных местах алгоритма передать для обмена данные с GPU вместо
соответствующих данных с CPU.
• логика работы в случае нескольких MPI процессов и в случае нескольких

GPU становится аналогичной.
• данный подход хорошо масштабируется. При добавлении в алгоритм но-

вых шагов для поддержки как MPI, так и нескольких GPU потребуется лишь
добавить необходимые обмены данными.

Данный подход был реализован, и его эффективность была проверена на за-
даче фильтрации вязкой, сжимаемой многокомпонентной многофазной смеси
в пористой среде на multi GPU системах.
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СХЕМ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ
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Аннотация. В работе исследуются нестационарные уравнения некласси-
ческой теории функционально–градиентных оболочек. Для некоторых типов
начально–краевых условий решение задачи выписано в явном виде методом
Фурье, а энергетическим методом доказаны априорные оценки, означающие
устойчивость решения в стандартных пространствах Соболева. Анало-
гичные результаты, т.е. аналитическое представление решения и условия
устойчивости, получены для полудискретных (c дискретизацией только по
времени) разностных схем типа “крест”, однопараметрической трехслойной
весовой и факторизованной схем.

Ключевые слова: нестационарные функциональные–градиентные обо-
лочки, конечно–разностные схемы, устойчивость

CONSTRUCTION OF EFFECTIVE FINITE-DIFFERENCE
SCHEMES FOR NUMERICAL MODELING OF FUNCTIONALLY

GRADED SHELLS

Bushueva N.S, Kornev A.A., Schnack E.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. This article is devoted to studying non-stationary equations of
the non-classical theory of functional-gradient shells. For some types of initial-
boundary conditions the solution of the problem is written out explicitly by
the Fourier method. A priori estimates are proved by the energy method which
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mean the stability of the solution in standard Sobolev spaces. Similar results, i.e.
analytical representation of the solution and stability conditions, were obtained for
semi-discrete (with discretization only in time) difference schemes called “cross”
type, one-parameter three-layer weighted and factorized schemes.

Key words: non-stationary functional - gradient transportation, finite
difference schemes, stability

Рассмотрим начально–краевую задачу, являющуюся упрощенным норми-
рованным аналогом математической модели, предложенной в работе [1] для
описания динамики цилиндрических тонких оболочек из функционально-
градиентного материала, подверженных крутильным нагрузкам. Искомые
функции w(t, x, y) и u(t, x, y) соответсвуют смещению опорной поверхности
по нормали и напряжению.

wtt = B(w) + A(u) + f,

L(u) = G(w), (x, y, t) ∈ [0, lx]× [0, ly]× [0, T ];

A(u) = a1(uxxxx + uyyyy) + a2uxxyy + a3uxx,

B(w) = −b1(wxxxx + wyyyy)− b2wxxyy,

L(w) = −a3wxx + l1(wxxxx + wyyyy) + l2wxxyy,

K(u) = k1(uxxxx + uyyyy) + k2uxxyy;

w(0, x, y) = φ(x, y), wt(0, x, y) = ψ(x, y),

w, wnn
∣∣
∂Ω

= 0, u, unn
∣∣
∂Ω

= 0, ai, bi, li, ki ∈ R;

Верна следующая теорема.

Теорема 1. Пусть φ(x), φ(y) являются собственными функциями одномер-
ных задач Штурма–Лиувилля с нулевым потенциалом и соответствующими
краевыми условиями. Пусть начальные условия и внешний форсинг имеют
вид:

w(0, x, y) =

Nx,Ny∑
i,j

d0
ijφij(x, y), φij(x, y) = φi(x)φj(y),

wt(0, x, y) =

Nx,Ny∑
i,j

d1
ijφij(x, y), f(t, x, y) =

Nx,Ny∑
i,j

fijφij(x, y).

Тогда пара функций

w(t, x, y) =
Nx,Ny∑
i,j

dij(t)φij(x, y) , u(t, x, y) =
Nx,Ny∑
i,j

cij(t)φij(x, y)
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при

d
(t)
ij =


d0
ijM+fij−d1

ij

√
M

2M e−
√
Mtij +

d1
ij+d

0
ij

√
M+

fij
M

√
M

2
√
M

e
√
Mt − fij

M M > 0,

d0
ij + d1

ij − d0
ij −

fij
2 t+

fijt
2

2 M = 0,

(d0
ij +

fij
M ) cos

√
Mt+

d1
ij+

fij
M −(d0

ij+
fij
M ) cos

√
M

sin
√
M

sin
√
Mt− fij

M M < 0,

c
(t)
ij =


K(

d0
ijM+fij−d1

ij

√
M

2M e−
√
Mtij +

d1
ij+d

0
ij

√
M+

fij
M

√
M

2
√
M

e
√
Mt − fij

M ) M > 0,

K(d0
ij + d1

ij − d0
ij −

fij
2 t+

fijt
2

2 ) M = 0,

K((d0
ij +

fij
M ) cos

√
Mt+

d1
ij+

fij
M −(d0

ij+
fij
M ) cos

√
M

sin
√
M

sin
√
Mt− fij

M ) M < 0,

где M = (2a1 +a2 +a3)K−2b1− b2, K = 2l1−a3+l2
2k1+k2

является решением исходной
задачи. Здесь и далее 1 ≤ i ≤ Nx , 1 ≤ j ≤ Ny .

Приведем некоторые результаты об устойчивости полудискретных схем,
построенных в соответствии с результатами работ [2,3]. Далее считаем, что
ищется полудискретное приближенное решение

(wn(x, y), un(x, y)) ∼ (w(nτ, x, y), u(nτ, x, y)) , n = 0, 1, . . . , N ; τ = T/N .
Теорема 2. Для полудискретной схемы “крест”

wn+1 − 2wn + wn−1

τ 2
= A(un) +B(wn) + f, L(un) = G(wn);

оценка устойчивости имеет вид:

0 ≤ τ 2(b1 − a1
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
)(π4i4 + π4j4)+

+τ 2(b2 − a2
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
)π4i2j2−

−τ 2a3
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
π2i2 ≤ 4.

Теорема 3. Для полудискретной схемы с весами

wn+1 − 2wn + wn−1

τ 2
= σC(un+1, wn+1) + (1− 2σ)C(un, wn)+

+σC(un−1, wn−1) + f,  L(un) = G(wn);

где C(uk, wk) = A(uk) +B(wk), k = n+ 1, n, n− 1,
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условие устойчивости имеет вид:

0 ≤
τ 2(π4i4 + π4j4)(b1 −

l1(π
4i4 + π4j4) + l2π

4i2j2 + a3i
2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a1)+

(1 + στ 2(π4i4 + π4j4)(b1 −
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a1)+

+τ 2(π4i2j2)(b2 −
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a2)+

+στ 2(π4i2j2)(b2 −
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a2)+

+τ 2(π2i2)
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a3

+στ 2(π2i2)
l1(π

4i4 + π4j4) + l2π
4i2j2 + a3i

2

k1(π4i4 + π4j4) + k2π4i2j2
a3)

≤ 4.

Полученные результаты являются основой для построения и обоснования
конечно–разностных схем для решения полной системы из работы [1], а также
соответствующего нелинейного обобщения, см. [4, 5].
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УДК 517.968.2

НЕКОТОРЫЕ ДВУМЕРНЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ
ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С ХАРАКТЕРИСТИКАМИ,

ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ПОЛЮСА

Валиев Н.Г.
Таджикский государственный университет коммерции

(г. Душанбе, Таджикистан)
najibvaliev@mail.ru

Аннотация В статье рассматриваются некоторые двумерные сингуляр-
ные интегральные операторы с характеристиками, и зависящими от полю-
са. Для исследования таких операторов используется метод, разработанный
Р.В. Дудучавой. При этом исследование нётеровых свойств уравнения све-
дётся к факторизации соответствующих матриц-функций и нахождение
их частных индексов. Условия нётеровости даётся в виде неравенств, свя-
занных с коэффициентами интегральных уравнений.

Ключевые слова: нётеровость оператора, индекс оператора, оператор-
ная матрица, двумерные сингулярные интегральные операторы

SOME TWO-DIMENSIONAL SINGULAR INTEGRAL
OPERATORS WITH CHARACTERISTICS DEPENDING ON THE

POLE

Valiev N.G.
Tajik State University of Commerce

(Dushanbe, Tajikistan)

Annotation The article considers some two-dimensional singular integral
operators with odd characteristics and depending on the pole. To study such
operators, the method developed by R.V. Duduchava. In this case, the study of the
Noetherian properties of the equation will be reduced to the factorization of the
corresponding matrix functions and finding their partial indices. The conditions
for being Noetherian are given in the form of inequalities related to the coefficients
of the integral equations.

Keywords: operator Noetherian property - operator index - characteristic-
operator matrix - two-dimensional singular integral operators.

Пусть D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ ко-
торая состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова, не
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пересекающихся между собой и содержащая внутри точку z = 0 , I - тож-
дественный оператор, a(z), b(z), c(z), d(z), q(z) -непрерывные в D = D

⋃
Γ

комплекснозначные функции, причем |q(z)| ≤ q0 < 1 при всех z ∈ D.
В пространстве Lp

β− 2
p

(D) (1 < p <∞, 0 < β < 2) :

Lp
β− 2

p

(D) = {f(z) : |z|β−
2
p |f(z)| = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lp

β− 2
p

= ||F ||Lp}

рассмотрим следующий сингулярный интегральный оператор

A = a(z)I + b(z)K + c(z)Sq + d(z)SqK, (1)

где

(Kf)(z) = f(z), (Sqf)(z) = −1

π

∫∫
D

f(ζ)dsζ(
ζ − z + q(z)(ζ − z)

)2 ,

черта над функцией означает переход к комплексно-сопряженным значениям,
а двумерный интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.

Оператор (1) в случае q(z) ≡ 0 изучен в работе [1]. В [2] нами был иссле-
дован случай когда в (1) b(z) = c(z) = 0 и |q(z)| ≤ q0 < 1. В данной работе
устанавливаются необходимые и достаточные условия нётеровости сингуляр-
ных интегральных операторов типа A в лебеговом пространстве Lp

β− 2
p

(D) и
получены формулы для вычисления индекса.

Поскольку символ оператора Sq (см. [2]) равен

Φz(σ) =
σ
σ

1− q(z)σσ
, (σ = σ1 + iσ2, 0 < |σ| <∞),

то тогда, согласно [3], свойства оператора A определяются свойствами матри-
цы

Gz(σ) =

a(z) + c(z)
σ
σ

1−q(z)σσ
b(z) + d(z)

σ
σ

1−q(z)σσ
b(z) + d(z)

σ
σ

1−q(z)σσ
a(z) + c(z)

σ
σ

1−q(z)σσ

 , z ∈ D.

Лемма. Матрица Gz(σ) невырожденна для всех z ∈ D иσ(detGz(σ 6= 0)
тогда и только тогда, когда выполнено одно из неравенств

|∆1(z)| > |λ(z)−∆1(z)q(z)|+ |µ(z)|, ∀z ∈ D, (2)

|∆2(z)−∆1(z)|q(z)|2−2Re(λ(z)q(z))| > |λ(z)−∆1(z)q(z)|+|µ(z)|,∀z ∈ D, (3)
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где

∆(z) = |a|2 − |b|2, ∆2 = |c|2 − |d|2, λ = ac− bd, µ = ad− bc.

Рассмотрим следующие ограниченные в Lpβ−2/p(D), (1 < p < ∞, 0 < β < 2)

операторы T1 = a(z)I− b(z)K,T2 = d(z)I−c(z)K . Из леммы следует, что при
выполнении условия (2) оператор T1 имеет непрерывный обратный, причем

A = T−1
1 A1, A1 = ∆1(z)I + λ(z)Sq + µ(z)KSq.

В случае (3) оператор T2 имеет непрерывный обратный

A = T−1
2 A2, A2 = µ(z)I − λ(z)K −∆2(z)KSq.

Таким образом, исследование нётеровости и индекса оператора A сводится
к соответствующему исследованию операторов A1 и A2. Из результатов [3]
следует, что для нётеровости A необходимо выполнение (2) или (3).

1. Рассмотрим сначала случай (3). Соответствующая оператору A1 матри-
ца символ имеет вид

G(1)
z (σ) =

 µ(z) −
(
λ(z) + ∆2(z)

σ
σ

1−q(z)σσ

)
−
(
λ(z) + ∆2(z)

σ
σ

1−q(z)σσ

)
µ(z)

 , z ∈ D.

Установлено, что если µ(τ) 6= 0, τ ∈ Γ, то матрицы функции G
(1)
τ (σ1 ± i)

факторизуются с нулевыми частными индексами в явном виде:

G
(1)
τ (σ1 ± i) =(

1 0

− 1
µ(τ)

(
λ(τ) + ∆2(τ)

σ1−i
σ1+i−q(τ)

)
1

F−τ (σ1)

)µ(τ) −
(
λ(τ) +

∆2(τ)
σ1−i
σ1+i

1−q(τ)
σ1−i
σ1+i

)
0 F+

τ (σ1)
µ(τ)

 ,

где F+
τ (σ1)

F−τ (σ1)
= detG

(1)
τ (σ1 + i),−∞ < σ1 < ∞, функции F±τ (σ1) соответственно

аналитически продолжимы по σ1 в верхней и нижней полуплоскостях; левая
матрица справа от равенства аналитически продолжима по σ1 в нижней полу-
плоскости, а правая матрица - в верхней полуплоскости. Таким образом, при
µ(τ) 6= 0, τ ∈ Γ из результатов [4] следует, что оператор A нётеров в простран-
стве Lp

β− 2
p

(D) (0 < β < 2, 1 < p < ∞). Если же выполнено (3), но нарушено
условие µ(τ) 6= 0, τ ∈ Γ, то оператор A не может быть Φ+ или Φ− операто-
ром в Lp

β− 2
p

(D) (0 < β < 2, 1 < p < ∞), ибо, как нетрудно проверить, в этом
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случае матрица G(1)
z (σ1 + i) факторизуется с частными индексами κ+ = 1 и

κ− = −1.
Теперь остается доказать формулу для вычисления индекса оператора A.

Для этого рассмотрим семейство нётеровых операторов

Mν = µ(z)I − νλ(z)K −∆2(z)KSq,

непрерывно по норме зависящих от параметра ν ∈ [0, 1]. Поскольку M1 = A1

и M0 = µ(z)I −∆2(z)KSq, то из резултатов [2] следует, что индекс оператора
A равен κ = −2IndΓµ(τ).

2. Пусть выполнено (2). Тогда также, как в пункте 1 доказывается, что
соответствующая матрица G(2)

τ (σ1 ± i) безусловно факторизуется с нулевыми
частными индексами, и тем самым из [3] следует, что оператор A при уcло-
вии (2) нётеров в Lp

β− 2
p

(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞. Далее заметим, что в

пространстве L2(D) норма оператора Sq имеет оценку

||Sq||L2(D) < max
z∈D,
|t|=1

|Φz(t)| ≤
1

1− q0
.

Тогда при условии |∆1(z)| < |λ(z)|+|µ(z)|
1−q0

из принципа сжатых отображений
следует обратимость оператора A1 в L2(D) . Рассмотрим семейство нётеровых
операторов

Mν = ∆1(z)I + λ(z)K + µ(z)KSνq,

непрерывно по норме зависящих от параметра ν ∈ [0, 1]. Поскольку M1 = A1

и M0 = ∆1(z)I +λ(z)K +µ(z)KSq, то из резултатов [1] следует, что оператор
A обратим в Lp(D)(1 < p < ∞), а в силу теоремы 1 из [2] в Lpβ−2/p(D), (1 <

p <∞, 0 < β < 2) .
Итак имеет место
Теорема. Для нётеровости оператора A в лебеговом пространстве

Lp
β− 2

p

(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2) необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялось одно из условий

|∆1(z)| > |λ(z)−∆1(z)q(z)|+ |µ(z)|, ∀z ∈ D, (4)

|∆2(z)−∆1(z)|q(z)|2 − 2Re(λ(z)q(z))| >
> |λ(z)−∆1(z)q(z)|+ |µ(z)|,∀z ∈ D; µ(t) 6= 0, ∀t ∈ Γ.

(5)

При этом, если выполнено (4), то оператор A имеет ограниченный обрат-
ный, а при выполнении (5) его индекс κ равен

κ = 2IndΓµ(τ).
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Доказательство. Рассмотрим следующие ограниченые в (Lp(D), 1 < p <
∞) операторы

T1 = a(z)I − b(z)K, T2 = d(z)I − c(z)K.

Из леммы следует, что при выполнении условия (5) оператор T1 имеет непре-
рывный обратный

A = T−1
1 A1, A1 = µI − λK + ∆2SqK, |q| < 1

В случае (4) оператор имеет T2 непрерывный обратный

A = T−1
2 A2, A2 = ∆1I + λSq + µSqK

Таким образом, исследование нётеровости и индекса оператора A сводится к
соответствующему исследованию операторов A1 и A2 .

Для нётеровости оператора A необходимо выполнение условия (4) и (5).
Расмотрим сначала (5) или оператор вида A1 . Соответствующая оператору A
матрица символ имеет вид

G(1)
z (σ) =

 µ(z) −
(
λ(z) + ∆2(z)

σ
σ

1−q(z)σσ

)
−
(
λ(z) + ∆2(z)

σ
σ

1−q(z)σσ

)
µ(z)

 , z ∈ D.

Если мы покажем, что матрица G(1)
z (σ) факторизуется с нулевыми частными

индексами, то из [2],будет следовать, что оператор нётеров в (L2(D). С этой
целью для матрицы G

(1)
z (σ) построим задачу Римана для аналитических в

единичном круге |t| < 1 функций (Φ1(ξ), Φ2(ξ).{
Φ−1 (t) = µΦ+

1 (t) + (−λ+ ∆2t
1−qt)Φ

+
2 (t)

Φ−2 (t) = (−λ+ ∆2t
1−qt)Φ

+
1 (t) + µΦ+

2 (t)
(6)

где (Φ1,1(t), Φ1,2(t).-неизвестные функции точки окружности |t| = 1 , анали-
тически продолжимые по t соответственно внутри и вне единичного круга.

Займемся решением задачи Римана. В первом равенстве системы (6) слева
стоит аналитически продолжимая вне единичного круга функция, а справа
аналитически продолжимая внутри единичного круга функция. По теореме
Лиувиля эта функция равна постояной, то есть Φ−1 (t) = c1. Тогда

c1 = µΦ+
1 + (−λ+

∆2t

1− qt
)Φ+

2 (t)

61



или

Φ+
1 (t) =

c1

µ
−

(−λ+ ∆2t
1−qt)

µ
Φ+

2 (t) (7)

Подставив значение Φ+
1 (t) во второе равенство системы (6) и учитывая, что

detGz(t) = |µ|2 − | − λ+
∆2t

1− qt
|2

можно факторизовать в виде F+(t)
F−(t) ,где F+(t) 6= 0, F−(t) 6= 0-аналитческие

продолжимые соответственно внутри и вне единичного круга функции, полу-
чим

Φ−2 (t) =
c1

µ
(−λ+

∆2t

1− qt
) +

1

µ
· F

+(t)

F t(t)
Φ+

2 (t)

Отсюда

F−(t)[Φ−(t)− c1

µ
(−λ+

∆2t

1− qt
)] =

F+(t)

µ
Φ+

2 (t) (8)

Левая часть последнего равенства аналитически продолжима вне единично-
го круга функций, а правая часть внутри единичного круга за исключением
точки q

F−(t)[Φ−(t)− c1

µ
(−λ+

∆2t

1− qt
)] = c2

Φ+
2 (t) =

c2µ

F+(t)
(9)

Далее найдём

Φ−2 (t) =
c2

F+(t)
+
c1

µ
(−λ+

∆2t

1− qt
)

Поставив значение (9) в (7) найдём

Φ+
1 =

c1

µ
−

(−λ+ ∆2t
1−qt)

µ
Φ+

2 (t)

Φ+
1 =

c1

µ
−

(−λ+ ∆2t
1−qt)c2

F+(t)

Теперь выбрав сначала c1 = 1, c2 = 0, а затем c1 = 0, c2 = 1 найдем элементы
матрицы Φ−(ξ) и Φ+(ξ)

Φ−(t) =

(
1 0

1
µ(−λ+ ∆2t

1−qt)
1

F−(t)

)
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Φ+(t) =

(
1
µ −

(−λ+
∆2t
1−qt )

F+(t)

0 µ
F+(t)

)
Таким образом

detΦ−(t) =
1

F−(t)
6= 0, detΦ+(t) =

1

F+(t)
6= 0

и Φ−(t) = Gz(t)·Φ+(t) или Gz(t) = Φ−(t)(Φ+(t))−1 В матричном виде матрица
Gz(t) имеет такой вид

Gz(t) =

(
1 0

1
µ(−λ+ ∆2t

1−qt)
1

F−(t)

)(
1 0

1
µ(−λ+ ∆2t

1−qt)
1

F−(t)

)
В случае, если µ = 0 ,матрица Gz(t) факторизуется в таком виде:

Gz(t) =

(
0 λ+ ∆2t

1−qt
−λ+ ∆2t

1−qt 0

)
=

=

(
0 ∆2 + λq − λt
1

1−qt 0

)(
t−1 0
0 t1

)(
∆2 + λq − λt 0

0 1
1−qt

)
Обобщение.Аналогичный результат в лебеговом пространстве Lp

β− 2
p

(D) (1 <

p <∞, 0 < β < 2) получен для оператора

A = a(z)I + b(z)K + c(z)Smq + d(z)SmqK,

где

(Smqf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

|ζ − z|2(m−1)f(ζ)dsζ(
(ζ − z)m + (−1)m−1q(z)(ζ − z)m

)2 .
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ
БУССИНЕСКА-ЛЯВА

Гилёв А.В.
Самарский национальный исследовательский университет имени

академика С.П. Королева
(г. Самара, Россия)
toshqaaa@gmail.com

Аннотация: В данной работе рассматривается задача для обобщенно-
го уравнения Буссинеска-Лява, возникающего при описании продольных волн
в стержне с учетом деформаций. Для доказательства разрешимости рас-
сматриваемой задачи для уравнения четвертого порядка, исходная задача
была редуцирована к двум задачам Гурса, одна из которых является класси-
ческой, а другая представляет собой задачу Гурса для нагруженного уравне-
ния. Первая задача не вызывает сложности при доказательстве ее разреши-
мости, вторая же вызывает трудности в силу наличия условия на правой
границе и структуры уравнения, что не позволило примененить метод по-
следовательных приближений. В силу вышесказанного, в работе изложен
способ, основанный на теории вполне непрерывных операторов, а также ее
связи с теорией Рисса-Шаудера, благодаря чему удалось доказать существо-
вание и единственность решения второй подзадачи, что и является основ-
ным результатом работы.

Ключевые слова: уравнение Буссинеска-Лява, Задача Гурса, вполне
непрерывный оператор, существование и единственность, редукция

ON ONE PROBLEM FOR THE GENERALIZED
BOUSSINESQ-LOVE EQUATION

Gilyov A.V.
Korolyov Samara National Research University

(Samara, RF)

Abstract: In this paper, we consider a problem for the generalized Boussinesq-
Love equation that arises when we describe longitudinal waves in a rod, taking
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into account deformations. To prove the solvability of the problem for a fourth-
order equation, the original problem was reduced to two Goursat problems, one of
which is classical, and the other is a Goursat problem for a loaded equation. The
first problem does not cause difficulties in proving its solvability, while the second
one causes difficulties due to the presence of a condition on the right boundary,
which makes it difficult to apply the method of successive approximations. In view
of the foregoing, the paper presents a method based on the theory of completely
continuous operators, as well as its connection with the Riesz-Schauder theory,
thanks to which it was possible to prove the existence and uniqueness of a solution
to the second subproblem, which is the main result of the work.

Key words: Boussinesq -Love equation, Goursat problem, completely continuous
operator, existence and uniqueness, reduction

Постановка задачи
Рассмотрим в области Q = (0, l)× (0, l) уравнение

utt(x, t)− (a(x, t)ux(x, t))x − (b(x, t)uxtt)x + c(x, yt)u(x, t) = f(x, t), (1)

и поставим следующую задачу: найти в Q решение уравнение (1) , удовлетво-
ряющее следующим условиям

ux(0, t) = ν(t), ut(x, 0) = µ(x), (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) = h(t). (3)

Редукция исходной задачи
Работая с уравнением (1) положим, не ограничивая общности, что b(x, t) >

0 , а bx(x, t) = 0 . Тогда, разделив (1) на (−b(x, t)) , и введя следующие обо-
значения

A(x, t) =
a(x, t)

b(x, t)
, B(x, t) = − 1

b(x, t)
, C(x, t) = −c(x, t)

b(x, t)
, F (x, t) = −f(x, t)

b(x, t)
,

получим

B(x, t)utt(x, t) + (A(x, t)ux(x, t))x + uxttx(x, t) + C(x, t)u(x, t) = F (x, t) (4)

Заметим, что (4) можно переписать в виде

∂2

∂x∂t
(uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ) = F.
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Введем следующее обозначение

v(x, t) = uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ.

Тогда, нетрудно убедиться, что от уравнения (1) можно прийти к двум урав-
нениям ниже

vxt = F, (5)

uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ = v(x, t).

Теперь получим условия для (5)

v(0, t) = uxt(0, τ) +

t∫
0

A(0, τ)ux(0, τ)dτ. (6)

Применим к (6) условия (2) , тогда

v(0, t) = ν ′(t) +

t∫
0

A(0, τ)ν(τ)dτ
об.
= Φ(t).

Аналогично получим и второе условие

v(x, 0) = uxt(x, 0) +

x∫
0

B(ξ, 0)ut(ξ, 0)dξ = µ′(x) +

x∫
0

B(ξ, 0)µ(ξ)dξ
об.
= Ψ(x).

Таким образом, от задачи (1) − (3) мы пришли к следующим двум задачам
Гурса

Задача G1
vxt = F, (7)

v(0, t) = Φ(t), v(x, 0) = Ψ(x) (8)

Задача G2

uxt +

t∫
0

Auxdτ +

x∫
0

Butdξ +

t∫
0

x∫
0

Cudξdτ = v(x, t), (9)
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u(x, 0) = ϕ(x), u(l, t) = h(t). (10)
Эквивалентность исходной задачи и задач G1, G2
Мы уже показали, в предыдущем разделе, что исходная задача (1) − (3)

сводится к задачам G1, G2 . Теперь покажем обратное. Пусть u(x, t) - реше-
ние уравнения (9) . Перепишем условия (8) в терминах u(x, t) , принимая во
внимание (9) . Тогда получим

v(0, t) = uxt(0, t) +

t∫
0

A(0, τ)ux(0, τ)dτ = ν ′(t) +

t∫
0

A(0, τ)ν(τ)dτ.

Проинтегрируем по t указанное выше равенство

ux(0, t)− ux(0, 0) +

t∫
0

τ∫
0

A(0, τ ′)ux(0, τ
′)dτ ′dτ = ν(t)− ν(0) + ν(0)+

+

t∫
0

τ∫
0

A(0, τ ′)ν(τ ′)dτ ′dτ

и поменяем порядок интегрирования в получившемся выражении

ux(0, t) +

t∫
0

(t− τ)A(0, τ)ux(0, τ)dτ = ν(t) +

t∫
0

(t− τ)A(0, τ)ν(τ)dτ. (11)

(11) есть уравнение Вольтерра с ограниченным ядром, которое имеет очевид-
ное решение ν(t) . Аналогично, проводя подобные рассуждения для другого
условия задачи G1 , получим также уравнение Вольтерра с ограниченным яд-
ром, которое имеет решение µ(x) . Таким образом, мы доказали, что G1, G2
эквивалентны исходной задаче.

Задача G1
Разберемся сперва с задачей G1 . Проинтегрируем (7) по x и по t

v(x, t) = v(x, 0) + v(0, t)− v(0, 0) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ.

Применим к полученному выше равенству условия (8)

v(x, t) = Ψ(x) + Φ(t)− Φ(0) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ.
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Проведя обратную замену, получим, что решение задачи G1 имеет вид

v(x, t) = µ′(x) +

x∫
0

B(ξ, 0)µ(ξ)dξ+

+ν ′(t) +

t∫
0

A(0, τ)ν(τ)dτ − ν ′(0) +

t∫
0

x∫
0

F (ξ, τ)dξdτ

Задача G2

Единственность
Сперва докажем единственность рассматриваемой задачи. Для этого умно-

жим (9) на функцию ut и проинтегрируем получившееся выражение по x
и по t , отметим также, что при доказательстве единственности считаем, что
уравнение (9) однородно, как и условия (10) . Тогда, получим

τ∫
0

l∫
0

(utt − (aux)x − (buxtt)x + cu)utdxdt = 0. (12)

Произведем интегрирование по частям в левой части (12)

1)

τ∫
0

l∫
0

uttutdxdt = −
τ∫

0

l∫
0

ututtdxdt+

l∫
0

utut

∣∣∣∣∣
τ

0

dx. (13)

Перенесем первое слагаемое в правой части (13) в левую часть равенства.
Тогда получим, в силу условий (10) , что

τ∫
0

l∫
0

uttutdxdt =
1

2

l∫
0

ut(x, τ)dx.

Поступим аналогично со вторым и третьим слагаемым в (12)

2) −
τ∫

0

l∫
0

(aux)xutdxdt =

τ∫
0

l∫
0

auxuxtdxdt−

−
τ∫

0

auxut

∣∣∣∣∣
l

0

dt = −
τ∫

0

l∫
0

auxtuxdxdt+

l∫
0

au2
x

∣∣∣∣∣
τ

0

dx−
τ∫

0

l∫
0

atu
2
xdxdt,
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−
τ∫

0

l∫
0

(aux)xutdxdt =
1

2

l∫
0

a(x, τ)u2
x(x, τ)dx− 1

2

τ∫
0

l∫
0

atu
2
xdxdt.

Не ограничивая общности, положим в третьем слагаемым b = const . Тогда

3)−
τ∫

0

l∫
0

(buxtt)xutdxdt = −
τ∫

0

l∫
0

buxtuxttdxdt+

l∫
0

bu2
xt

∣∣∣∣∣
τ

0

dx,

−
τ∫

0

l∫
0

(buxtt)xutdxdt =
1

2

l∫
0

bu2
xt(x, τ)dx.

Собирая воедино наши преобразования, получим

1

2

l∫
0

(u2
t (x, τ) + au2

x(x, τ) + bu2
xt(x, τ))dx =

1

2

τ∫
0

l∫
0

atu
2
xdxdt−

τ∫
0

l∫
0

Cuutdxdt.

(14)
Оценим последнее слагаемое в правой части (14) , используя неравенство Ко-
ши

|
τ∫

0

l∫
0

Cuutdxdt| ≤ C0

τ∫
0

l∫
0

|u||ut|dxdt ≤
C0

2

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt+
C0

2

τ∫
0

l∫
0

u2
tdxdt,

где max
QT

|C(x, t)| ≤ C0 . Представим функцию u(x, t) в виде

u2(x, τ) = (

τ∫
0

utdt)
2,

а затем оценим получившееся выражение используя неравенство Коши-
Буняковского

u2(x, τ) ≤
τ∫

0

dt

τ∫
0

u2
tdt = τ

τ∫
0

u2
tdt. (15)

Перейдем в (14) к неравенству, прибавим к обеим частям (15) и применим
получившееся оценки, при этом откинув слагаемое bu2

xt(x, τ) из левой части,
не нарушив знак неравенства. Получим

l∫
0

(u2
t (x, τ) + au2

x(x, τ) + u2(x, τ))dx ≤ C1

τ∫
0

l∫
0

(u2u2
t + u2

x)dxdt, (16)
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где C1 = min(1, a) . Неравенство (16) позволяет применить лемму Гронуолла.
Обозначим

ρ(τ) =

l∫
0

(u2
t (x, τ) + au2

x(x, τ) + u2(x, τ))dx.

Тогда

ρ(τ) ≤ C1

τ∫
0

ρ(τ)dt.

Следовательно

ρ(τ) ≤ 0 · expC1τ ⇒ ρ(τ) ≤ 0⇒ ρ(τ) = 0.

Отсюда следует, что

l∫
0

(u2
t (x, τ) + au2

x(x, τ) + u2(x, τ))dx = 0,

и, в частности,
u(x, t) = 0.

Таким образом u(x, t) = 0 для всех t рассматриваемой области, а значит,
существует не более одного решения.

Существование

К сожалению, наличие условия на границе - u(l, t) - приводит в негодность
(или хотя бы достаточно сильно затрудняет) применение метода последова-
тельных приближений для доказательства существования решения задачи
G2 . Поэтому мы пойдем другим путҷм. Проинтегрируем по x и по t урав-
нение (9) , предварительно выразив из (9) uxt , и применим условия (10)

u(x, t) = h(t) + ϕ(x)−
l∫

x

t∫
0

vdτdξ +

l∫
x

t∫
0

(

τ∫
0

Auxdτ
′+

+

ξ∫
0

Butdξ
′ +

τ∫
0

ξ∫
0

Cudξ′dτ ′)dτdξ. (17)
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Избавимся от производных под знаком интеграла с помощью изменения по-
рядка интегрирования в (17)

1)

l∫
x

t∫
0

τ∫
0

Auξdτ
′dτdξ =

t∫
0

τ∫
0

A(l, τ ′)h(τ ′)dτ ′dτ −
t∫

0

τ∫
0

A(x, τ ′)u(x, τ ′)dτ ′dτ−

−
t∫

0

τ∫
0

l∫
x

Aξudξdτ
′dτ,

2)

l∫
x

t∫
0

ξ∫
0

Buτdξ
′dτdξ =

l∫
x

ξ∫
0

B(ξ′, t)u(ξ′, t)dξ′dξ−

−
l∫

x

ξ∫
0

B(ξ′, 0)ϕ(ξ′)dξ′dξ −
l∫

x

ξ∫
0

t∫
0

Bτudτdξ
′dξ.

Таким образом, уравнение (17) запишем в следующем виде

u(x, t) = h(t) + ϕ(x)−
l∫

x

t∫
0

vdτdξ +

t∫
0

τ∫
0

A(l, τ ′)h(τ ′)dτ ′dτ−

−
t∫

0

τ∫
0

A(x, τ ′)u(x, τ ′)dτ ′dτ −
t∫

0

τ∫
0

l∫
x

Aξudξdτ
′dτ +

l∫
x

ξ∫
0

B(ξ′, t)u(ξ′, t)dξ′dξ−

−
l∫

x

ξ∫
0

B(ξ′, 0)ϕ(ξ′)dξ′dξ −
l∫

x

ξ∫
0

t∫
0

Bτudτdξ
′dξ +

l∫
x

t∫
0

τ∫
0

ξ∫
0

Cudξ′dτ ′dτdξ.

(18)

Перейдем в уравнении (18) к операторной форме записи

u+ Lu = f, (19)
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где

Lu =

t∫
0

τ∫
0

A(x, τ ′)u(x, τ ′)dτ ′dτ −
t∫

0

τ∫
0

l∫
x

Aξudξdτ
′dτ+

+

l∫
x

ξ∫
0

B(ξ′, t)u(ξ′, t)dξ′dξ −
l∫

x

ξ∫
0

t∫
0

Bτudτdξ
′dξ +

l∫
x

t∫
0

τ∫
0

ξ∫
0

Cudξ′dτ ′dτdξ,

(20)

f = h(t)+ϕ(x)−
l∫

x

t∫
0

vdτdξ+

t∫
0

τ∫
0

A(l, τ ′)h(τ ′)dτ ′dτ−
l∫

x

ξ∫
0

B(ξ′, 0)ϕ(ξ′)dξ′dξ.

(21)
Докажем, что оператор (20) вполне непрерывен. Пусть u(x, t) - ограни-
чена. Покажем, что L, f равномерно ограничены. Это очевидно, так как
ϕ, h,A,Aξ, B,Bτ , C - ограничены, в силу рассматриваемого пространства. Те-
перь убедимся, что правая часть (20) равностепенно непрерывна

|Lu1 − Lu2| ≤ |
t∫

0

τ∫
0

A(x, τ ′)(u1(x, τ
′)− u2(x, τ

′))dτ ′dτ+

+

t∫
0

τ∫
0

l∫
x

Aξ(u1 − u2)dξdτ
′dτ +

ξ∫
x

ξ∫
0

B(ξ′, t)(u1(ξ
′, t)− u2(ξ

′, t))dξ′dξ+

+

l∫
x

ξ∫
0

t∫
0

Bτ(u1 − u2)dτdξ
′dξ +

l∫
x

t∫
0

τ∫
0

ξ∫
0

C(u1 − u2)dξ
′dτ ′dτdξ|. (22)

В силу ограниченности A,Aξ, B,Bτ , C , из (22) следует, что

|Lu1 − Lu2| ≤M |u1 − u2|.

Следовательно, в силу теоремы Арцела, множество наших функций компакт-
но, а значит оператор (20) вполне непрерывный. В силу полученного, а также
воспользовавшись теорией Рисса-Шаудера, а именно - абстрактной теоремой
Фредгольма, получим, что решение задачи G2 существует.
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ВЛИЯНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА РАСЧЕТЫ
ТУРБУЛЕНТНЫХ ПОТОКОВ

Гольдина В.Д.
Институт математики имени А. Джураева НАН Таджикистана

(г. Душанбе, Таджикистан)
goldinav@mail.ru

Аннотация. Исследовались различные модели расчета турбулентных
течений с разными видами граничных условий при гладком и шероховатом
дне.

Ключевые слова: турбулентные потоки, граничные условия, канал, ше-
роховатость

BOUNDARY CONDITIONS INFLUENCE ON TURBULENT
FLOWS CALCULATIONS

Goldina V.D.
Dzhuraev Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Tajikistan

(Dushanbe, Tajikistan)
goldinav@mail.ru

Annotation. Different models for turbulent flows calculations along with
several boundary conditions types on smooth and roughness bed are investigated.

Key words: turbulent flows, boundary conditions, channel, roughness

Для течений реальной жидкости только граничные условия выделяют осо-
бенности конкретной задачи из класса задач. Постановка этих условий про-
веряется совпадением решений с известными данными, как правило, мало-
численными. Это относится к течениям в трубах, когда граница совпадает со
смоченным периметром, обычно обозначаемым через Г, и в каналах, реках, где
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часть границы – свободная поверхность, не являющаяся постоянной; ее рас-
чет весьма сложен даже без учета турбулентности [1]. Далее задача ставится
только для условий на твердых границах труб и открытых потоков.

В работе рассматриваются потоки в стационарном равномерном режиме,
когда характеристики течений не зависят от времени t и продольной ко-
ординаты x , ( ∂∂t = 0; ∂

∂x = 0) ; вертикальная и поперечная координаты y, z
приведены к безразмерному виду через характерную глубину потока h .

Наиболее просто ставятся условия прилипания, когда все компоненты ско-
рости на границах равны нулю:

Γ : ux, uy, uz = 0. (1)

Задолго до условия (1), автор которого неизвестен, Навье предложил гипо-
тезу скольжения, выражающую скорость через длину скольжения и градиент
скорости у твердой поверхности в виде (Navier,1823):

us ≡ Ls

(
∂u

∂y

) ∣∣∣
wall

, us, Ls slip velocity, slip length, (2)

(условию прилипания позже дали перевод no-slip condition).
Обобщенная постановка условия скольжения для произвольной твердой

границы имеет вид

Γ : µ · ∂uτ
∂n

= βuτ , (3)

где µ – коэффициент молекулярной вязкости, ∂uτ
∂n – градиент проекции ско-

рости по нормали к твердой поверхности, β – аналог коэффициента трения.
При этом имеется очень тонкая пристеночная пленка жидкости в виде погра-
ничного слоя размером (Re)−1/2 [1]. Критерий турбулентных течений – число
Рейнольдса Re = V hρ

µ , включает среднюю скорость V , глубину, молекуляр-
ную вязкость и плотность жидкости (газа) ρ , (часто применяют сокращение
ν = µ

ρ ). Условие скольжения записывается и в других видах. Для вертикалей
открытого потока при y = 0 предлагалось условие скольжения через турбу-
лентную вязкость µt , продольную скорость ux и ее градиент, с эмпирическим
коэффициентом l1 = 0.14 [2]:

µt
dux
dy
− l1|ux| · ux = 0. (4)

При ламинарном режиме течения, отвечающем малым числам Re , вязкость
дает плавное обтекание и гладкой, и шероховатой поверхности. При турбулент-
ном режиме шероховатость более всего влияет на касательные напряжения τ ,
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(компоненты тензора напряжений). Эксперименты показали, что уменьшение
длины проскальзывания Ls на 1% уменьшает трение на 35% по сравнению
с расчетом при условии прилипания [3]. При этом оказалось, что поперечные
пульсации и напряжения Рейнольдса, определяемые через корреляции пульса-
ционных скоростей u′x, u

′
y, u

′
z турбулентного потока, не зависят от граничных

условий скольжения или прилипания, а профили осредненной продольной ско-
рости сдвигаются параллельно.

Эксперимент в канале с чередующимися зонами шероховатого и гладкого
дна выявил напряжения над шероховатостью в 4 раза выше, чем на гладком
дне [4]. Такой результат был подтвержден и в других опытах.

Турбулентная вязкость часто выражается через кинетическую энергию
пульсаций
e = 0.5((u′x)

2 + (u′y)
2 + (u′z)

2) и диссипацию ε в виде

µt = α
e2

ε
, (5)

где α – постоянная величина, определяемая из опытов.
Формула (5) приводит к системе дифференциальных уравнений для про-

дольной скорости, турбулентной энергии, диссипации, часто называемой (e−
ε) моделью [5]: 

d
dy

(
αe

2

ε ·
du
dy

)
= gi

d
dy

(
αe

e2

ε ·
de
dy

)
+ αe

2

ε

(
du
dy

)2

− ε = 0

d
dy

(
αε

e2

ε ·
dε
dy

)
+ c1εαe

(
du
dy

)2

− c2ε
ε2

e = 0

(6)

В системе (6) g, i;α, αe, αε, c1ε, c2ε – ускорение силы тяжести, уклон; также
имеется пять эмпирических постоянных.

Ставились краевые условия:
1) при y = 0 (на дне): прилипание u = 0 или условие скольжения (4);
2) на свободной поверхности (y = 1) равенство нулю градиентов u, e, ε .
Конечно-разностные уравнения для (6) решались методом прогонки с ите-

рациями по нелинейности, сходимость проверялась по относительной погреш-
ности диссипации как наиболее чувствительной характеристики [5].

Значительно позднее аналогичная модель обобщалась как двумерная вер-
тикальная модель [6]. В (4) обозначили коэффициент l1 = kb = 0.14 , не меня-
лись, например, граничные условия на дне

de

dy
(y = 0) = 0, ε = cε

(
e3/2

y0

)
, cε = 0.314, (7)
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но значительно расширялся диапазон расчетов, так как основной целью рабо-
ты было исследование температурного режима воды [6].

Отметим, что постановка условия (7) для градиента турбулентной энергии
на дне не является очевидной, особенно в натурных условиях. Эксперименты
в открытом канале длиной 15 м, шириной 0.5 м, высотой h = 0.3 м включали
три серии измерений энергии турбулентных пульсаций потока (u′x)

2, (u′y)
2 , без

учета малого вклада (u′z)
2 , при разных диапазонах чисел Re , Фруда Fr = V 2

gh
и шероховатости дна. Безразмерный вид энергетических характеристик полу-
чен через квадрат динамической скорости u2 = gih , (публикации на японском
и английском языках) [7].

В первой серии опытов над гладким дном при Re = (1.2, 2.9, 4.6) · 104

графики пульсаций энергии оказались параллельны дну при y < 0.05 , с
близким к нулю градиентом энергии. Во второй серии над гладким дном
при Re = 3.2 · 104 число Фруда изменялось от 0.46 до 3.12, от спокойного
до бурного потока. Удельная энергия e = 0.5((u′x)

2 + (u′y)
2) монотонно убыва-

ла при удалении от дна, но вблизи дна при y < 0.05 графики энергии также
были параллельны дну. В третьей серии менялась песочная шероховатость
k+
s = ksu/v = 0.9; 48; 136 [7]. При y > 0.3 изменение энергии с ростом ks бы-

ло незаметно, но вблизи дна, как в других сериях опытов, ее графики энергии
подтвердили справедливость условия (7).

Система уравнений для вязкого и турбулентного напряжений, а также ба-
ланса диффузии турбулентной энергии, ее генерации и диссипации{

d
dy(vt + v)dudy = −gi
Kαvt

de
dy − u′v′

du
dy − ε = 0

(8)

решалась сеточными методами с условиями И.К. Никитина для придонного
слоя высотой δ над шероховатым дном, с линейным распределением скорости
при y ≥ δ [8,9]: {

y = δ : u = Re∗δ
√
gi(h− δ), de

dy = 0

y = h : du
dy = 0; de

dy = 0
(9)

По определению придонного слоя его основной параметр Re∗δ = u·δ
ε0
, ε0 –

кроме динамической скорости u· = τ0.5

ρ =
√
gih , содержит коэффициент при-

стеночной турбулентности ε0 = vt(δ) + v . Ряд формул для коэффициента ε0

предлагался в монографии Л. Тепакса [10]. Величины в формуле Re∗δ вза-
имосвязаны, их можно получить пересчетом с итерациями. При этом пред-
полагается линейный профиль скорости [9]. Экстремум энергии на границе
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придонного слоя и на свободной поверхности исключает в (8) суммарные ха-
рактеристики диффузии. Интересным следствием являются интегралы дис-
сипации энергии в придонном слое, над ним и на всей вертикали, они позво-
ляют получить суммарные характеристики генерации, диссипации энергии в
системе (8). Однако автору более важно назначение верхней границы слоя над
дном именно в точке достижения максимума турбулентной энергии, заложен-
ное как основное условие проведения границы, согласно исследованиям И.К.
Никитина. Допущение о градиентном характере переноса при интегрирова-
нии второго уравнения (8) над придонным слоем до свободной поверхности
дает равенство нулю суммарной диффузии и существенно упрощает другие
интегральные оценки.

Литература

1. Богоряд И.Б. Динамика вязкой жидкости со свободной поверхностью.
Изд.-во Томского университета, Томск, 1980. 102с.

2. Игнатова Г.Ш., Квон В.И. О гидродинамической схеме скольжения при
турбулентном течении. Метеорология и гидрология, 1978, №7, С.50-54.

3. Min Yoon, Jinyul Hwang, Jin Lee. Large-scale motions in turbulent channel
flow with slip condition.TSFP-2015.

4. Dan Naot. Response of channel flow to roughness henerogeneity. J. Hydraul.
Eng. 1984, vol.110, No.11. 1984, pp. 1568-1587.

5. Гольдина В.Д. Численное исследование турбулентного течения несжима-
емой жидкости в открытых каналах. Тезисы докладов конференции мо-
лодых ученых к 60-летию Таджикистана. Ч. 1, секция естественных наук.
Дониш: Душанбе, 1984. С.163.

6. Квон Д.В. Численное моделирование сезонных измерений температур во-
ды в Телецком озере. Вычислительные технологии, т.1, №1. 1996 г. С.48-
56. Институт водных и экологических проблем СО РАН, Барнаул, Россия.

7. Iehisa Nezu. Turbulent intensities in open channel flows. Transactions of
JSCE, vol. 9, 1977, p.128-129.

8. ольдина В.Д. Вычисление диссипации энергии в турбулентном потоке
над шероховатым дном. Материалы конференции молодых ученых АН
Таджикской ССР. Изд. Дониш. Душанбе, 1987. С.71-74.

9. Никитин И.К. Сложные турбулентные течения и вопросы тепломассо
-переноса.–Киев: Наукова думка, 1980.

10. Тепакс Лео. Равномерные турбулентные течения в трубах и каналах. Тал-
линн: Валгус. 257 с.

77



УДК 512.548

О ГОМОМОРФИЗМАХ ОДНОСТОРОННИХ ЭНДО
-ЛИНЕЙНЫХ КВАЗИГРУПП

Давлатбеков А. А.
Таджикский государственный педагогический университет имени

Садриддина Айни
(г. Душанбе, Таджикистан)

аkimbekd@mail.ru.

Аннотация: В данной работе получены результаты о гомоморфизмах
односторонних эндо-линейных квазигрупп, кроме того найден общий вид эн-
дотопии для произвольной лупы.

Ключевые слова: эндо-линейные квазигруппы, эндо-линейные справа ква-
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ON HOMOMORPHISMS OF ONE-SIDED ENDO-LINEAR
QUASIGROUPS

Davlatbekov A.A.
Sadriddin Aini Tajik State Pedagogical University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. In this work, we obtain results on homomorphisms of one-sided
endo-linear quasigroups, and also find a general form of endotopy for an arbitrary
loop.

Key words: endo-linear quasigroups, right endo-linear quasigroups, left endo-
linear quasigroups, endotopy.

В.Д. Белоусовым в работе [1] было доказано, что дистрибутивная квази-
группа (Q, ·) изотопна коммутативной лупе Муфанг (Q,+) , причем изото-
пия имеет вид: x · y = ϕx + ψy , где ϕ, ψ автоморфизмы лупы (Q,+) .
Ю.И.Манинином, в связи с исследованием кубических гиперповерхностей бы-
ли введены CH− квазигруппы. Квазигруппа называется CH− квазигруппой,
если она тримедиальна и удовлетворяет тождествам: x ·y = y ·x, x · (x ·y) = y .
Им же было доказано, что любая CH− квазигруппа (Q, ·) изотопна комму-
тативной лупе Муфанг (Q,+) , а именно x · y = (−x − y) + d , где элемент
d из центра коммутативной лупы Муфанг [2]. После этих работ появились
работы, в которых изучаются более общие понятия линейной над некоторый
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лупой квазигруппы, при этом в качестве лупы берутся хорошо известные и
изученные лупы (Я.Ежик и Т.Кепка [3], П.Немец [4] и д.р).

Пусть (Q, ·) - произвольная квазигруппа. Тройка отображений (σ1, σ2, σ3, )
называются эндотопией квазигруппы (Q, ·) , если σ3(x · y) = σ1x · σ2y . В
случае, если σ1 = σ2 = σ3 = σ , то σ - называется эндоморфизмом квазиг-
руппы (Q, ·) . Другим словами, эндотопия является естественным обобщением
эндоморфизма алгебраической структуры.

Определение 1.[5]. Квазигруппа (Q,Σ) называется лево (право) эндо-
линейной, если существует лупа (Q, ◦) такая, что любая операция A ∈

∑
определяется по правилу:

A(x, y) = ϕAx ◦ σAy (A(x, y) = τAx ◦ ψAy),

где ϕA, ψA ∈ End(Q, ◦), σA, τA : Q→ Q. При этом квазигруппа (Q,Σ) назы-
вается лево (право) эндо-линейной над лупой (Q, ◦) .

Определение 2.[5].Квазигруппа (Q,Σ) называется эндо-линейной (Эндо-
Т-линейной), если существует лупа (коммутативная лупа) (Q, ◦) такая,
что любая операция A ∈

∑
определяется по правилу:

A(x, y) = ϕAx ◦ cA ◦ ψAy,

где ϕA, ψA ∈ End(Q, ◦), cA ∈ Q. При этом квазигруппа (Q,Σ) называется
эндо-линейной (Эндо-Т-линейной) над лупой (Q, ◦) .

Теорема 1. Любая эндотопия лупы (Q, ◦) имеет вид:

T = (L̂◦aθ, R̂
◦
bθ, L̂

◦
aR̂
◦
bθ),

где θ ∈ Ent(Q, ◦), L̂◦a = a ◦ x, R̂◦a = x ◦ a, a, b, - фиксированные элементы из
Q.

Теорема 2. Пусть (Q,A) и (Q,B) - эндо-линейные слева квазигруппы
вида
A(x, y) = ϕ1Ax ◦σ1Ay и B(x, y) = ϕ2Ax ◦β2Ay . Подстановки σ1A и σ2A такие,
что σ1A0 = 0, σ2A0 = 0, где 0 - нулевой элемент лупы (Q, ◦), γ - произволь-
ный эндоморфизм лупы (Q, ◦). Тогда γ является гомоморфизмом квазигруп-
пы (Q,A) в (Q,B) тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия

γσ1A = σ2Aγ, γϕ1A = ϕ2Aγ.

Аналогично для эндо-линейных справа квазигрупп получим
Следствие 1. Пусть (Q,A) и (Q,B) - эндо-линейные справа квазигруппы

вида
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A(x, y) = τ1Ax ◦ ψ1Ay и B(x, y) = τ2Ax ◦ ψ2Ay . Подстановки τ1A и τ2A такие,
что τ1A0 = 0, τ2A0 = 0, где 0 - нулевой элемент лупы (Q, ◦), γ - произволь-
ный эндоморфизм лупы (Q, ◦). Тогда γ является гомоморфизмом квазигруп-
пы (Q,A) в (Q,B) тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия

γψ1A = ψ2Aγ, γτ1A = τ2Aγ.
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Аннотация. Рассматривается обратная двумерная задача магнитоска-
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Annotation: The inverse two-dimensional magnetic scanning problem is
considered. Applies technique of pseudo-differential operators and explicit numerically
realizable formulas two-dimensional Fourier transform.

Keywords: magnetic scanning, inverse problem, pseudodifferential operators,
formulas two-dimensional Fourier transform.

1. Магнитосканирование применяется, в частности, в магнитных микро-
скопах [1, 2], которые позволяют регистрировать магнитные поля, например,
в интегральных микросхемах, в магнитотактических бактериях. Они исполь-
зуются в материаловедении, минералогии, палеомагнитном анализе [3, 4].

Пусть X — плоскость, в точках x = (x1, x2) которой измеряется магнитное
поле B(x) = (B1(x), B2(x), B3(x)) . Это поле индуцируется искомым распре-
делением электрических диполей Q(y) = (Q1(y), Q2(y), Q3(y)) на плоскости
Y 3 y , которая параллельна плоскости X . Расстояние между X и Y в без-
размерных единицах1 равно 1; для определенности R3 ⊃ Y 3 y = (x,−1) .

Лемма 2. (интегральная форма закона Био–Савара)∫
Y

K(x− y)Q(y) dy = B(x) . (1)

Здесь K(x− y)Q(y) = Q(y)×(x−y)
|x−y|3 , a× b векторное произведение a и b,

K(t) =

 0 K12(t) −K31(t)
−K12(t) 0 K23(t)
K31(t) −K23(t) 0

 ,
K12(t) =

1

|t|3
, K31(t) =

t2
|t|3

, K23(t) =
t1
|t|3

, (2)

|t| =
√
t21 + t22 + 1, t = (t1, t2, 1) ∈ R3 .

Псевдодифференциальное (т.е. линейное интегро-дифференциальное) урав-
нение (1) запишим, используя преобразование Фурье, в стандартном виде

Op
(
K̃(ξ)

)
Q = B ⇔ K̃(ξ)Q̃(ξ) = B̃(ξ), Op

(
K̃(ξ)

)def
= F−1

ξ→x

(
K̃(ξ)

)
Fy→ξ,

где

K̃(ξ) = Fs→ξK(s)
def
=

∫
R2

e−
◦
ısξK(s)ds , ξ = (ξ1, ξ2) ,

◦
ı
def
= 2πi .

1В реальных приборах оно составляет несколько нанометров.
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Лемма 3.

K̃(ξ) =

 0 1 i ξ2|ξ|
−1 0 −i ξ1|ξ|
−i ξ2|ξ| i ξ1|ξ| 0

E(ξ) , где E(ξ) = 2πe−2π|ξ| , |ξ| =
√
ξ2

1 + ξ2
2 .

Доказательство2 Пусть
−
1 = {2, 3} ,

−
2 = {3, 1} ,

−
3 = {1, 2} , т.е. две из трех

цифр {1, 2, 3} , которые дополняют индекс −m при циклической перестановке:
{1, 2, 3} → {2, 3, 1} → {3, 1, 2} . Заметим, что

K−
m

(s)
(2)
= − ∂

∂sm

1

|s|
где m 6= 3 .

Поэтому для m 6= 3 имеем:

K̃−
m

(ξ) = − lim
N→∞

∫
s2

1+s2
2≤N2

e−
◦
ı(s1ξ1+s2ξ2) P

Psm
1

|s|
ds1 ds2,

а

K̃−
3
(ξ)

т.е.
= K̃12(ξ) =

∫
R2

e−
◦
ı(s1ξ1+s2ξ2) ds1ds2

[ s2
1 + s2

2 + 1]3/2
.

Полагая reiϕ = s1 + is2, ρeiψ = ξ1 + iξ2, |ξ| =
√
ξ2

1 + ξ2
2 , перепишим K̃−

3
(ξ) ,

используя следующую формулу Ханкеля, называемую также преобразованием
Фурье–Бесселя:

∞∫
r=0

2π∫
ϕi=0

e−
◦
ır|ξ| cos(ϕi−ψ)

[r2 + 1]3/2
r drdϕi = 2π

∞∫
0

rJ0(2π|ξ|r)
[r2 + 1]3/2

dr ,

2Получено совместно с А.С. Кочуровым.
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где J0(ζ) = 1
2π

∫ 2π

0 eiζ cos θ dθ — функция Бесселя нулевого порядка. Аналогич-
но, для m 6= 3 имеем:

− lim
N→∞

∫
s2

1+s2
2≤N2

e−
◦
ı(s1ξ1+s2ξ2) P

Psm
1√

s2
1 + s2

2 + 1
ds1ds2

= −◦ıξm lim
N→∞

∫
r=
√
s2

1+s2
2≤N

e−
◦
ı(s1ξ1+s2ξ2) ds1ds2

[r2(s1, s2) + 1]1/2

= −◦ıξm lim
N→∞

N∫
0

( 2π∫
0

e−
◦
ırρ cosϕi

[r2 + 1]1/2
dϕi

)
rdr = −2π

◦
ıξm

∞∫
0

rJ0(2π|ξ|r)
[r2 + 1]1/2

dr.

Как известно (см., например, в [5] формулы 6.554 (1 и 4)),

∞∫
0

rJ0(qr) dr

(r2 + a2)3/2
=

1

a
e−aq

∣∣∣
q>0
,

∞∫
0

rJ0(qr) dr

(r2 + a2)1/2
=

1

q
e−aq

∣∣∣
q>0
.

Тем самым,

K̃−
3
(ξ) = 2πe−2π|ξ|, K̃−

m
(ξ)
∣∣∣
m 6=3

= −2πi
ξm
|ξ|
e−2π|ξ| . �

В силу леммы 3, покоординатная форма уравнения K̃(ξ)Q̃(ξ) = B̃(ξ) такова:[
Q̃2(ξ) + i

ξ2

|ξ|
Q̃3(ξ)

]
E(ξ) = B̃1(ξ),

−
[
Q̃1(ξ) + i

ξ1

|ξ|
Q̃3(ξ)

]
E(ξ) = B̃2(ξ),[

− i ξ2

|ξ|
Q̃1(ξ) + i

ξ1

|ξ|
Q̃2(ξ)

]
E(ξ) = B̃3(ξ).

(3)

Лемма 4. Справедливы следующие соотношения

Q̃1(ξ) = −B̃2(ξ)

E(ξ)
− i ξ1

|ξ|
Q̃3(ξ), Q̃2(ξ) =

B̃1(ξ)

E(ξ)
− i ξ2

|ξ|
Q̃3(ξ), (4)

ξ1B̃1(ξ) + ξ2B̃2(ξ) + i|ξ|B̃3(ξ) = 0 . (5)
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Доказательство. Формулы (4) сразу следуют из (3), и мы получаем (5),
подставляя Q̃1(ξ) и Q̃2(ξ) из (4) в[

− i ξ2

|ξ|
Q̃1(ξ) + i

ξ1

|ξ|
Q̃2(ξ)

]
E(ξ)

(3)
= B̃3(ξ) . �

Непосредственно из леммы 4 следует (ср. [6])

Теорема 4. Пусть B̃k/E ∈ L1 , k = 1, 2. Общее решение уравнения∫
Y

K(x− y)Q(y) dy = B(x)

представимо в виде Q = QB + Q0. Здесь Q0 = (Q0
1, Q

0
2, Q

0
3), где Q0

3 ∈ L2,

Q0
1 = −Op

(
i
ξ1

|ξ|

)
Q0

3, Q0
2 = −Op

(
i
ξ2

|ξ|

)
Q0

3, (6)

и QB = (A1(y) , A2(y) , 0), где

A1(y) = F−1
ξ→y

(
− B̃2(ξ)

E(ξ)

)
, A2(y) = F−1

ξ→y

(B̃1(ξ)

E(ξ)

)
. (7)

2. Представление Q = QB + Q0 , но без явных формул для компонент
векторов QB и Q0 , было получено ранее в [7]. Явные формулы (6) и (7)
позволяют получить расчетные формулы для компонент векторов QB и Q0 .
При этом полезно учесть следующее:

a) компоненты магнитного поля F−1
ξ→xB̃j(ξ) вещественны, что накладывает

ограничения на действительную и мнимую части функций B̃j ;
b) вектор

(
B̃1(ξ), B̃2(ξ), B̃3(ξ)

)∣∣∣
B̃3(ξ)= i

|ξ|

(
ξ1B̃1(ξ)+ξ2B̃2(ξ)

) обеспечивает мини-

мум функционала Φ(B̃) =
3∑
j=1

∑
k=(k1,k2)

∣∣∣F−1
ξ→xk

B̃j(ξ)−Bj(xk)
∣∣∣2;

c) в предложениях 1 и 2 даны явные численно реализуемые формулы для
двумерного преобразования Фурье. Пусть x1 = r cos 2πθ , x2 = r sin 2πθ ,

D(r, θ)
def
= d(x1, x2) =

∑
m∈Z

Dm(r)e
◦
ımθ, Dm(r) ∈ C , ◦

ı
def
= 2πi.

Тогда Fx→ξ d(x) =
∑

n∈Z(−i)ne
◦
ıωn

∞∫
0

rDn(r)Jn(2π|ξ|r) dr ,
где x = (x1, x2), ξ = (ξ1, ξ2)

и ξ1 = |ξ| cos 2πω, ξ2 = |ξ| sin 2πω .
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Доказательство. Имеем Fx→ξ d(x) =
∞∫
0

r
( 1∫

0

D(r, θ)e−
◦
ı|ξ|r cos 2π(θ−ω)dθ

)
dr, и

e−
◦
ı|ξ|r cos 2π(θ−ω) =

∑
n∈Z

Jn(−2π|ξ|r)ine
◦
ın(θ−ω) .

Далее,

1∫
0

e
◦
ı(n−m)θdθ =

{
0 для m 6= n
1 для m = n,

и Jn(a)
def
=

1

π

π∫
0

cos(nt− a sin t)dt.

В итоге, учитывая равенство J−n(−a) = Jn(a) , имеем (??).
Пусть ξ = |ξ|e

◦
ıω и C̃(|ξ|, ω)

def
= c̃(ξ1, ξ2) =

∑
m∈Z

C̃m(|ξ|)e−
◦
ımω , C̃m(ρ) ∈ C .

Тогда F−1
ξ→yc̃(ξ) =

∑
n∈Z i

ne−
◦
ıϕin
∫∞

0 |ξ|C̃n(|ξ|)Jn(2π|ξ|ρ) d|ξ|. Доказательство.

Имеем F−1
ξ→yc̃(ξ) =

∞∫
0

|ξ|
( 1∫

0

C̃(|ξ|, ω)e
◦
ıρ|ξ| cos 2π(ω−ϕi)dω

)
d|ξ| и (ср. (??))

e
◦
ıρ|ξ| cos 2π(ω−ϕi) =

∑
n∈Z

Jn(2πρ|ξ|)ine
◦
ın(ω−ϕi).

Полезно также
Следствие 1. F−1

ξ→x
1
|ξ| = 1

2π|x| , где ξ ∈ R2 .

Эта работа частично поддержана РФФИ (грант 20-01-00469).
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Аннотация. В работе рассматривается одна система квазилинейных
дифференциальных уравнений в комплексной плоскости. Доказано, что при
тождественном выполнении условия совместности многообразие её реше-
ния можно выразить в явном виде.

Ключевые слова: квазилинейные дифференциальные уравнения, условие
совместности, аналитические функции, частное решение, особое решение.
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equations in the complex plane. It is proved that, under the identical fulfillment of
the compatibility condition, the manifold of its solution can be expressed explicitly.
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

∂W

∂z1
= f(z1, z2;W ),

∂W

∂z2
=
g(z1, z2;W )

z1 − z(0)
1

, (1)

где функции f, g ∈ A(D),W ∈ A(D0), D0 = D − L , а D – некоторая
замкнутая область.

Цель настоящей работы заключается в обеспечении тождественного выпол-
нения условия совместности системы (1), и нахождение непрерывного, либо
сингулярного многообразия решения этой системы. При этом для существо-
вания непрерывного решения системы (1), достаточно потребовать ограничен-
ность производной от неизвестной функции по переменной z1 и выполнение
условия limz1→0(z1 · ∂z2

W ) = 0 .
При выполнении последнего условия из системы (1) получим:

f(z2;W ) = 0, g(z2;W ) = 0.

Следовательно, из этих соотношений, имеем: W = hi(z2), (i = 1, 2) . Возможно,
что эти функции будут частными, либо особыми решениями данной системы.

Условием совместности системы (1) будет

(z1 − z(0)
1 )2 ·

(
∂f

∂z2
− ∂g

∂z1

)
+ (z1 − z(0)

1 ) ·
(
g · ∂f

∂W
− f · ∂g

∂W

)
+ g = 0, (2)

Пусть условие (2) выполняется, но не тождественно. Тогда согласно теореме
о неявной функции [1], из этого соотношения, имеем W = h(z1, z2). Если
эта функция удовлетворяет систему уравнений (1), то она будет ее частным
решением . В противном случае, система (1) не совместно.

Допустим, что условие (2) выполняется тождественно. Тогда аналогично
[2, 3] многообразие её решения можно выразить в явном виде. Такое решение
будет непрерывным во всей области.

Теорема 1. Пусть в системе (1) функции f, g ∈ A(D), а функция
W ∈ A(D0). Тогда, если условие (2) выполняется, но не тождественно,
то находятся некоторые частные либо особые решения системы (1);

если условие (2) выполняется тождественно, то система (1) разрешима,
и многообразие её решения, непрерывным во всей области (D±+L), можно
выразить в явном виде.

Замечание. Можно доказать, что аналогичное утверждение верно и для
системы уравнений

∂W

∂z1
= f(z1, z2;W ),

∂W

∂z2
=
g(z1, z2;W )

(z1 − z(0)
1 )n

,
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где функции f, g ∈ A(D),W ∈ A(D0) для которой условие совместности за-
писывается в виде

(z1 − z0
1)n+1 · ∂f

∂z2
+ (z1 − z(0)

1 ) ·
(
g · ∂f

∂W
− ∂g

∂z1
− f · ∂g

∂W

)
− n · g = 0.
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Аннотация: В работе рассматривается задача Штурма – Лиувилля на
отрезке [0, 1] с краевыми условиями Дирихле и двумя весовыми интеграль-
ными условиями, одно из которых означает, что потенциал может иметь
разные порядки особенностей на концах отрезка [0, 1]. Получены некоторые
оценки снизу и сверху первого собственного значения задачи при различных
значениях параметров интегрального условия.

Ключевые слова: задача Штурма – Лиувилля, экстремальные оценки,
первое собственное значение, вариационный принцип, минимизация функци-
онала, спектральная задача, краевая задача, условия Дирихле, весовое инте-
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ON EXTREME ESTIMATES OF THE FIRST EIGENVALUE OF
THE STURM–LIOUVILLE PROBLEM WITH INTEGRAL

CONDITIONS ON THE POTENTIAL
Ezhak S.S., Telnova M.U.

Plekhanov Russian University of Economics
(Moscow, RF)

Abstract: We consider a Sturm–Liouville problem on the segment [0, 1]
with Dirichlet boundary conditions and two weighted integral conditions on the
potential, the first one, allowing for the potential to have singularities of different
orders at the end-points of [0, 1]. Some lower and upper estimates for the first
eigenvalue of the problem are obtained for different values of parameters of the
integral condition.

Keywords: the Sturm – Liouville problem, extreme estimates, the first
eigenvalue, variational principle, functional minimization, spectral problem,
boundary value problem, Dirichlet conditions, weighted integral condition.

Данная работа является продолжением изучения оценок первого собствен-
ного значения задач Штурма – Лиувилля с интегральными условиями на по-
тенциал, начало которого было положено Ю.В. Егоровым и В.А. Кондратье-
вым в [1] .

Рассмотрим задачу Штурма – Лиувилля

y′′ +Q(x)y + λy = 0, x ∈ (0, 1), (1)

y(0) = y(1) = 0, (2)

где Q принадлежит множеству Tα,β,γ действительных неотрицательных ло-
кально интегрируемых на (0, 1) функций, удовлетворяющих интегральным
условиям

1∫
0

xα(1− x)βQγ(x)dx = 1, α, β, γ ∈ R, γ 6= 0, (3)

1∫
0

x(1− x)Q(x)dx <∞. (4)

Изучаются оценки величин

mα,β,γ = inf
Q∈Tα,β,γ

λ1(Q) и Mα,β,γ = sup
Q∈Tα,β,γ

λ1(Q).
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Доказано (см. [2] , [3]), что для любой функции Q ∈ Tα,β,γ

λ1(Q) = inf
y∈H1

0 (0,1)\{0}
R[Q, y] = inf

y∈H1
0 (0,1)\{0}

∫ 1

0 y
′2dx−

∫ 1

0 Q(x)y2dx∫ 1

0 y
2dx

.

Для любой функции Q ∈ Tα,β,γ ограниченность снизу функционала R в
H1

0(0, 1) доказана в [3] .

Теорема 1.
Если γ > 1 , α, β < 2γ−1 , то существуют такие функции Q∗ ∈ Tα,β,γ и u ∈

H1
0(0, 1) , u > 0 на (0, 1) , что mα,β,γ = R[Q∗, u] . Кроме того, u удовлетворяет

уравнению
u′′ +mu = −x

α
1−γ (1− x)

β
1−γu

γ+1
γ−1 (5)

и интегральному условию

1∫
0

x
α

1−γ (1− x)
β

1−γu
2γ
γ−1 dx = 1. (6)

Теорема 2.

1) Если γ = 1 , α, β 6 0 , то mα,β,γ > 3
4π

2 .

2) Если γ = 1 , β 6 0 < α 6 1 или α 6 0 < β 6 1 , то mα,β,γ > 0 .

3) Если γ = 1 , 0 < α, β 6 1 , то mα,β,γ > 0 .

4) Если γ > 1 , α, β 6 γ , то mα,β,γ = 0 .

5) Если γ > 1 , α > γ или β > γ , то mα,β,γ 6 0 .

Теорема 3.

1) Если γ > 1 , −∞ < α, β <∞ или 0 < γ 6 1 , α 6 2γ − 1 , −∞ < β <∞
(β 6 2γ − 1 , −∞ < α <∞), то Mα,β,γ = π2 .

2) Если γ < 0 или 0 < γ 6 1 , α, β > 2γ − 1 , то Mα,β,γ < π2 . Если γ < −1 ,
α, β > 2γ − 1 , то существуют такие функции Q∗ ∈ Tα,β,γ , u ∈ H1

0(0, 1) ,
u > 0 на (0, 1) , что Mα,β,γ = R[Q∗, u] . Кроме того, функция u удовле-
творяет уравнению (5) и интегральному условию (6).
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Аннотация: Доказывается, что если известно частное нетривиальное
решение линейного однородного дифференциального уравнения второго поряд-
ка, то оно интегрируется в квадратурах.
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Annotation: It is proved that if a particular nontrivial solution of a linear
homogeneous differential equation of the second order is known, then it can be
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На отрезке [0; a] рассмотрим уравнение

y” + α(x)y′ + β(x)y = 0. (1)

Предположим, что известно частное решение y1(x) этого уравнения, от-
личное от нуля на рассматриваемом отрезке. Сделаем замену переменных
y(x) = y1(x)u(x) . Тогда получим следующее уравнение для u(x) :

y1u” + (2y1 + αy1)u
′ + (y1” + αy′1 + βy1) = 0. (2)

Последнее слагаемое в (2) равно нулю, так как y1(x) решение уравнения
(1). Тогда имеем:

y1u” + (2y1 + αy1)u
′ = 0.

Обозначая u′ = v , получим линейное однородное уравнение первого порядка

y1v
′ + (2y′1 + αy1)v = 0.

Отсюда
v′

v
= −2

y′1
y1
− α, d(lnv) = −d(lny2

1)− α, d[ln(vy2
1)]− α.

Интегрируя имеем:v = c1
y2

1
e
−

x∫
0

a(t)dt
.

Возвращаясь к исходной функции получим d( y
y2

1
) = c1

y2
1
e
−

x∫
0

a(t)dt
. Отсюда име-

ем:

y(x) = y1(x)(c1 −
x∫

0

1

y2
1

e
−

t∫
0

a(τ)dτ
dt+ c2)

.
Таким образом, если известно частное нетривиальное решение линейного

однородного уравнения второго порядка, то оно интегрируется в квадратурах.
Полученный результат можно использовать при построении решения зада-

чи Коши для неоднородного уравнения:

y” + α(x)y′ + β(x)y = f(x), (3)

y(0) = 0, y′(0) = 0 (4)

.
Частное решение уравнения (3), удовлетворяющее условиям (4) допускает

представление:
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y(x) =

x∫
0

z(x, t)f(t)dt (5)

где z(x, t) - решение однородного уравнения (1), удовлетворяющее начальным
условиям

z(t, t) = 0, z′(t, t) = 1 (6)

(Дифференцирование функции z(x, t) производится по первому аргумен-
ту).

Действительно, дифференцируя (5) с учетом условии (6), имеем:

y′(x) =

x∫
0

z′(x, t)f(t)dt+ z(x, x)f(x) =

x∫
0

z′(x, t)f(t)dt,

y”(x) =

x∫
0

z”(x, t)f(t)dt+ z′(x, x)f(x) =

x∫
0

z”(x, t)f(t)dt+ f(x).

Подставляя полученные выражения в левую часть уравнения (3) с учетом
того, что по предположению функция z(x,t) является решением уравнения (1)
удовлетворяющее условиям (6), имеем:

y” + α(x)y′ + β(x)y =

x∫
0

[z” + α(x)z′ + β(x)z]f(t)dt = f(x),

т.е. функция (5) с условиями (6) удовлетворяет неоднородного уравнения
(3). Удовлетворение функцией (5) начальным условиям (4) проверяются непо-
средственно.
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Аннотация: В работе изучается поведение дискретного спектра опера-
тора Штурма-Лиувилля в сингулярном случае, задаваемого на R+ выраже-
нием −y′′ + q(x)y и граничным условием в нуле y(0) cosα + y′(0) sinα = 0,
для быстро растущих потенциалов q специального класса гладкости, ко-
торый задается параметром. Получены асимптотики спектра оператора в
случае β ∈ (6

5 , 2], где параметр β отвечает за рост потенциала q(x) на ∞.
Ключевые слова: асимптотика, спектр, сингулярный дифференциальный
оператор

ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF THE SPECTRUM OF THE
STURM-LIOUVILLE OPERATOR WITH A BOUNDARY

CONDITION AT ZERO

Kachkina A.V.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. We study the behavior of the discrete spectrum of the Sturm-
Liouville operator in the singular case defined on R+ by the expression −y′′+q(x)y
and the boundary condition at zero y(0) cosα+y′(0) sinα = 0, for rapidly growing
potentials q of a special smoothness class specified by a parameter. The asymptotics
of the spectrum of the operator are obtained in the case β ∈ (6

5 , 2], where the
parameter β is responsible for the growth of the potential q(x) by ∞.

Key words: asymptotics, spectrum, singular differential operator

Оператором Штурма-Лиувилля Lq называется оператор, порожденный
дифференциальным выражением Lqy = −y′′ + q(x)y, где потенциал q –
непрерывная действительнозначная функция, D(Lq) = {y ∈ L2[0,+∞) :
y, y′ абсолютно непрерывны на любом [a, b] ⊂ [0,+∞) и y(0) cosα+y′(0) sinα =
0} – область определения оператора Lq.
Такой оператор хорошо изучен и является самосопряженным для действи-
тельнозначной q.
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В данной работе будут рассматриваться только потенциалы, быстро растущие
на бесконечности, то есть с условием lim

x→+∞
q(x) = +∞. При таком предполо-

жении спектр оператора Lq дискретен (см. [4]). Занумеруем собственные числа
оператора в порядке неубывания: λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . .

Введем классы функций Q = {q ∈ C[0,+∞)∩C2(0,+∞) : q′′(x) ≥ 0, x ≥ x0

и lim
x→∞

xq′(x)

q(x)
= +∞}, Qβ,µ = {q ∈ Q : lim

x→+∞

ln q(x)

lnβ x
= µ}. Тогда при β = 1

рост потенциалов будет полиномиальным и для q(x) = xk, k > 0, в работе [1]
Э. Ч. Титчмарш получил асимптотику

λn ∼
{
πkΓ(3

2 + 1
k)

Γ(3
2)Γ(1

k)
n

} 2k
k+2

.

Также асимпотику спектра оператора Шутрма-Лиувилля с граничным усло-
вием y(0) = 0 для потенциала q(x) = xk+V (x), k > 0 изучали Х. Х. Муртазин
и Т. Г. Амангильдин в работе [3] для V (x) ∈ C(2)

0 [0,∞) и Х. К. Ишкин в работе
[5] для V (x) ∈ C(1)

0 [0,∞).
Обозначим через p обратную функцию к q, то есть p(q(x)) = x. В работе

[2] были найдены асимптотики для β ≥ 2. В случае β = 2 А. И. Козко была
установлена справедливость

λn ∼ (πn)2p−2((πn)2) exp(2µ2), n→ +∞.

В работе [6] были найдены асимптотики для β ∈ (3/2, 2] :

λn ∼ (πn)2p−2((πn)2) exp

(
4
µβ

β
ln2−β p((πn)2)

)
, n→ +∞

и для β ∈ (4/3, 3/2] :

λn ∼ (πn)2p−2((πn)2)·

· exp

(
4
µβ

β
ln2−β p((πn)2)− 1

β
(
3

β
− 1)µ34 ln3−2β p((πn)2)

)
, n→ +∞.

В работе [7] была найдена асимптотика для β ∈ (5/4, 4/3] :

λn ∼ (πn)2 exp

(
−
{

2µβ ln
1
β ((πn)2)− 4

β
µ2β ln

2
β−1((πn)2)+

+
4(3− β)

β2
µ3β ln

3
β−2((πn)2)−16(8− 6β + β2)

3β3
µ4β ln

4
β−3((πn)2)

}
+o(1)

)
, n→ +∞.
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Теорема. Пусть q ∈ Qβ,µ, cn = (πn)2, δ = µβ, β ∈ (6/5, 5/4].
Тогда для спектра оператора Lq справедливо

λn ∼ cn exp

(
−2δ

{
ln

1
β cn −

2δ

β
ln

2
β−1 cn + (2δ)2 3− β

2β2
ln

3
β−2 cn−

− (2δ)3 8− 6β + β2

3β3
ln

4
β−3 cn + (2δ)4 125− 150β + 55β2 − 6β3

24β4
ln

5
β−4 cn

}
+

+ o(1)

)
, n→ +∞.

Доказательство. Определим для n ∈ N

Yn =
cn

p2(cn)
, Zn =

cn
p2(Yn(1 + o(1)))

, Wn =
cn

p2(Zn(1 + o(1)))
,

Vn =
cn

p2(Wn(1 + o(1)))
, Fn =

cn
p2(Vn(1 + o(1)))

, Gn =
cn

p2(Fn(1 + o(1)))
.

Согласно результату [6] имеем

Yn(1 + o(1)) < Wn(1 + o(1)) < Fn(1 + o(1)) <

< λn < Gn(1 + o(1)) < Vn(1 + o(1)) < Zn(1 + o(1)) < cn.

Тогда для доказательства теоремы нужно установить, что

Fn ∼ Gn ∼ cn exp

(
−2δ

{
ln

1
β cn −

2δ

β
ln

2
β−1 cn+

+ (2δ)2 3− β
2β2

ln
3
β−2 cn − (2δ)3 8− 6β + β2

3β3
ln

4
β−3 cn+

+ (2δ)4 125− 150β + 55β2 − 6β3

24β4
ln

5
β−4 cn

}
+ o(1)

)
, n→ +∞,

откуда будет следовать, что λn ∼ Fn ∼ Gn.
Справедливость этих разложений устанавливается с помощью формул Тейло-
ра и соотношения из работы [2] в терминах обратной к q ∈ Qβ,µ, β ∈ (6/5, 5/4],
функции p :

ln p(x) = δ ln
1
β x+ o(1), x→ +∞.

Следствие. Если β ∈ (5/4, 4/3], то ln
5
β−4 cn = o(1), что приводит нас к

результату [7].
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Если β ∈ (4/3, 3/2], то ln
4
β−3 cn = o(1), что приводит нас к результату [6].

Если β ∈ (3/2, 2], то ln
3
β−2 cn = o(1), что приводит нас к результату [6].

Если β = 2, то получаем результат [2].
Техника нахождения асимптотических свойств оператора Lq помогает на-

хождению регуляризованных следов, см. [10]–[13]. В заключение выражаю
благодарность А.И.Козко за полезные советы и замечания.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОЙ ФЕРМЫ С
ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ПАНЕЛЕЙ

Кирсанов М.Н.
Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова

(г. Москва, Россия)
mpei2004@yandex.ru

Аннотация: Плоская внешне статически неопределимая ферма имеет
пять опор, четыре из которых подвижные, одна — неподвижная. Постав-
лена задача найти аналитические зависимости от числа панелей прогиба
конструкции и сдвига одной из подвижных опор. Для определения усилий в
стержнях и реакций опор составляется система уравнений равновесия уз-
лов, которая решается методом обратной матрицы в системе компьютер-
ной математики Maple. Для нахождения прогиба используется интеграл
Мора. Обобщение ряда аналитических решений для ферм с последователь-
но увеличивающимся числом панелей на произвольный случай выполняет-
ся методом индукции с привлечением операторов составления и решения
рекуррентных уравнений, которым удовлетворяют коэффициенты искомой
формулы.
Ключевые слова: ферма, прогиб, Maple, индукция, интеграл Мора

MATHEMATICAL MODEL OF A PLANAR TRUSS WITH AN
ARBITRARY NUMBER OF PANELS
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Annotation: A planar externally statically indeterminate truss has five
supports, four of which are movable, one is fixed. Task set find analytical
dependencies on the number of deflection panels of the structure and shift of one of
the movable supports. To determine the forces in the bars and reactions of supports,
a system of equations for the equilibrium of nodes is compiled, which is solved by the
inverse matrix method in the computer mathematics system Maple. The Mohr’s
integral is used to find the deflection. Generalization of a number of analytical
solutions for trusses with sequentially an increasing number of panels on an
arbitrary occasion is performed by induction with the involvement of composition
and solution operators recurrent equations, which are satisfied by the coefficients
of the desired formulas.
Keywords: truss, deflection, Maple, induction, Mohr’s integral

1. Введение. Расчет ферм обычно выполняется в специализированных систе-
мах численных расчетов методом конечных элементов. С развитием систем
компьютерной математики (Wolfram Mathematica, Maple, Maxima, Derive и
др.) появилась возможность получать аналитические решения. Среди таких
решений особо следует выделить решения для регулярных конструкций, име-
ющих в своей структуре периодически повторяющиеся группы элементов. Для
ферм такими группами являются панели. Введение в аналитическое решение
числа панелей существенно расширяет область применимости формулы, поз-
воляя оптимизировать решение по жесткости выбором не только размерами,
но и числом панелей. В [1] рассмотрена проблема существования и расчета
статически определимых регулярных стержневых систем. В связи с задачей
оптимизации регулярные фермы рассмотрены в работе Kaveh A. [2].

Различные схемы плоских ферм регулярного типа и формулы для расчета
прогибов в зависимости от числа панелей собраны в справочнике [3]. Неко-
торые частные решения для плоских арок получены в [4],[5]. Формулы для
прогибов решетчатых ферм выведены методом индукции в [6]-[8]. В [9]Џ[11]
найдены аналитические нижние оценки первой частоты собственных колеба-
ний регулярных ферм в приближении Dunkerly.

В настоящей работе рассмотрена схема регулярной фермы, не вошедшая в
справочник [1]. Цель работы Ҹ получить для трех типов нагрузок формулу
зависимости прогиба конструкции и сдвига подвижных опор от числа панелей.

2.Конструкция. Усилия в стержнях и реакции опор. Симметричная ферма
высотой 2h имеет 2n панелей и состоит из m = 8n+ 2 стержней. В это число
включены пять стержней, моделирующие опоры (рис. 1). Длина пролета L =
4a(n− 1) , n = 3, 4, ..
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Рис. 1. Нагрузка на нижний пояс, n = 6

Число узлов фермы 4n+ 5 , суммарная длина всех стержней:

Ls = 8(n− 2)a+ 4n+ 1)c+ 2d+ 2h,

где c =
√
a2 + h2 , d =

√
9a2 + h2 . Усилия в стержнях определяются в програм-

ме на языке Maple. Программа позволяет получить решение в аналитической
форме. Система уравнений равновесия всех узлов составляется в проекциях
на оси координат и имеет векторный вид:

G~S = ~B.

Каждому узлу в системе отводятся два уравнения в проекции на оси x и
y . Элементы матрицы системы — это направляющие косинусы неизвестных
усилий в стержнях, вычисляемые по координатам узлов и по данным списков
концов стержней Vi , i = 1, ...,m . В вектор правой части системы записывают-
ся величины узловых нагрузок. В четных элементах этого вектора находятся
вертикальные силы, в нечетных — горизонтальные. В случае равномерного
загружения узлов нижнего пояса имеем: B2i = P , i = 3, ..., 2n − 1 . При за-
гружении верхнего пояса (рис. 2): B2i = P , i = 2n + 3, ..., 4n , B2i = P/2 ,
i = 2(n+ 1), i = 4n+ 1 .

Рис. 2. Нагрузка на верхний пояс, n = 5

Другие компоненты вектора равны нулю. Усилия вычисляются из решения
системы с использованием обратной матрицы: ~S = G−1 ~B .

На рисунке 3 приведена картина распределения усилий в решетке фермы
при n = 4 , a = 4м, a = 2м в случае действия нагрузки по верхнему по-
ясу. Сжатые стержни (верхний пояс) отмечены синим цветом, растянутые
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— красным. Толщина отрезков стержней пропорциональна модулям усилий
в стержнях. Значения усилий отнесены к величине P и округлены до двух
цифр. Некоторые стержни, в том числе и два раскоса в середине пролета, при
такой нагрузке не нагружены (тонкие черные линии). Наибольшие нагрузки
приходятся на пояса фермы, усилия в решетке существенно меньше.

Рис. 3. Распределение усилий в стержнях фермы, n = 4

Реакции опор и усилия в некоторых наиболее нагруженных стержнях можно
найти в аналитической форме. Рассчитывая последовательно усилие в среднем
стержне верхнего пояса для ферм с n = 3, 4, 5, ... , получим следующий ряд
значений: T3 = −4Pa/h , T4 = −8Pa/h , T5 = −14Pa/h , T6 = −22Pa/h ,
T7 = −32Pa/h , T8 = −44Pa/h ,...

Оператор rgf_findrecur системы Maple дает однородное линейное рекуррент-
ное уравнение, которому удовлетворяет общий член этой последовательности:

Tn = 3Tn−1 − 3Tn−2 + Tn−3.

Решение рекуррентного уравнения дает оператор rsolve:

Tn = −Pa(n2 − 3n+ 4)/h.

Аналогично получается зависимость усилия в среднем стержне нижнего по-
яса от числа панелей:

Un = Pa(n2 − 3n+ 4)/h

и реакции опор:
YA = 5P/2, YB = P (n− 3), n > 3.

2. Прогиб. Для вычисления прогиба (вертикального смещения среднего узла
нижнего пояса C ) используется интеграл Мора:

∆n =
m−5∑
j=1

S
(P )
j s

(1)
j lj/(EF ), (1)
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где EF — продольная жесткость стержней, зависящая от модуля упругости
E и площади поперечного сечения F , S(P )

j — усилие в стержне с номером j

от действия внешней узловой нагрузки, s(1)
j — усилие в стержне с номером

j от действия единичной вертикальной силы, приложенной к узлу C , lj —
длина стержня j . Пять опорных стержней приняты жесткими, эти усилия в
интеграл Мора не входят.

Последовательный расчет прогиба в фермах с n = 3, 4, ... дает следующие
формулы:

∆3 =P (36a3 + 27c3 + d3)/(8h2EF ),

∆4 =P (300a3 + 35c3 + d3)/(8h2EF ),

∆5 =P (884a3 + 43c3 + d3)/(8h2EF ),

∆6 =P (1961a3 + 51c3 + d3)/(8h2EF ),

∆7 =P (3524a3 + 59c3 + d3)/(8h2EF ), ...

В общем случае:

∆ = P (C1a
3 + C2c

3 + C3d
3)/(h2EF ). (2)

Для нахождения коэффициента при a3 необходимо с помощью операто-
ра rgf_findrecur системы Maple составить рекуррентное уравнение, которому
удовлетворяет общий член последовательности 36, 300, 884, 1961, 3524,... :

1,n = 4C1,n−1 − 6C1,n−2 + 4C1,n−3 − C1,n−4.

Решение уравнения дает оператор rsolve:

C1 = (16n3 − 72n2 + 110n− 87)/6.

Остальные коэффициенты достаточно очевидны. Для их нахождения не
требуются операторы Maple:

C2 = n+ 3/8, C3 = 1/8.

В случае нагрузки на нижний пояс коэффициенты в (2) имеют вид:

C1 = (20n4 − 120n3 + 322n2 − 486n+ 261)/6,
C2 = (4n2 + 3n− 18)/4,
C3 = (4n− 5)/16.
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Здесь при нахождении коэффициента C1 рекуррентное уравнение получа-
ется сложнее, но также с биноминальными коэффициентами:

1,n = 5C1,n−1 − 10C1,n−2 + 10C1,n−3 − 5C1,n−4 + C1,n−5.

В случае нагрузки на верхний пояс коэффициенты в (2) имеют вид:

C1 = 2(n− 1)(5n3 − 25n2 + 54n− 63)/3,
C2 = (4n2 + 3n− 15)/4,
C3 = (n− 1)/4.

Наглядное сопоставление зависимости прогиба от числа панелей при раз-
личных нагружениях дают графики на рисунке 4, построенные для безраз-
мерного прогиба ∆′ = EF∆/(LP0) . Здесь P0 = P (2n − 1) при нагружении
верхнего пояса, P0 = P (2n − 3) при нагружении нижнего пояса, P0 = P
в случае сосредоточенной силы. Таким образом, во всех трех нагружениях
суммарная нагрузка на конструкцию одна и та же.

Рис. 4. Зависимость прогиба от числа панелей, L = 100м, h = 2м. I — сосредоточенная сила в
узле C ; II — нагрузка по нижнему поясу; III — нагрузка по верхнему поясу

Расчет показывает, что сосредоточенная в середине нагрузка в такой поста-
новке дает наибольший относительный прогиб. При этом во всех трех вари-
антах кривые имеют наклонные асимптоты. Для сосредоточенной нагрузки:

lim
n→∞

∆′/n = h/L,

а для распределенных нагрузок:

lim
n→∞

∆′/n = h/(2L).

3.Смещение опоры. Под действием вертикальных сил подвижные опоры
смещаются по горизонтали на некоторую величину δ . Для определения этой
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величины в формуле (1) под усилием s
(1)
j следует понимать усилие в стержне с

номером j от действия единичной горизонтальной силы, приложенной к узлу
крайней левой подвижной опоры. Формула для смещения примет вид:

δ = P (C1a
3 + C2c

3 + C3d
3)/(ahEF ). (3)

Методом индукции для трех вариантов нагружения получим коэффициен-
ты. Нагрузка по нижнему поясу:

C1 = 8n3 − 36n2 + 58n− 57, C2 = 9/2n− 9, C3 = (4n− 5)/8.

Нагрузка по верхнему поясу:

C1 = 4(2n3 − 9n2 + 14n− 13), C2 = (9n− 17)/2, C3 = (n− 1)/2.

Сосредоточенная сила в узле C :

C1 = 6n2 − 18n+ 3, C2 = 9/4, C3 = 1/4.

Учитывая линейность задачи по нагрузкам, полученные решения (2) и (3) с
соответствующими коэффициентами можно применять для широкого класса
нагрузок, используя их линейную комбинацию.

4. Заключение. Предложенная схема плоской фермы допускает аналити-
ческое решение задачи о прогибе и смещении опор при произвольном чис-
ле панелей. Особенно эффективны эти формулы для конструкций с весьма
большим числом панелей, для которых численные методы в силу накопле-
ния неизбежных ошибок округления дают большие погрешности. Кроме того,
аналитическая форма решения позволяет находить оптимальные сочетания
параметров конструкции методами математического анализа.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной научно-
образовательной школы Московского университета "Фундаментальные и
прикладные исследования космоса".
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SPACES WITH AN ASYMMETRIC NORM AND DUALITY

Kozko A.I.
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Annotation: Dual problems in approximation theory and analogues of
Minkowski inequalities are studied in the space with asymmetric norm and sign-
sensitive weight.
Keywords: asymmetric norm, Minkowski inequality, sign-sensitive weight,

duality.

Основные результаты
Несимметричные нормы изучались в работах Е.П. Долженко, Е.А. Сева-

стьянова [1], А.И. Козко [2-4], А. -Р. К. Рамазанова, Б. М. Ибрагимовой [5],
Бабенко В.Ф. и многих других. Ссылки на литературу см. в работах [6-8].
В этих работах рассматривались различные вопросы теории приближения в
пространствах с несимметричной нормой и знакочувствительным весом. Одно
из важнейших наблюдений состояло в том, что односторонние приближения
являются частным случаем несимметричных приближений со знакочувсти-
тельными весами.

Определим, как обычно, норму функции f(x) в пространстве Lp(T ) =
Lp[−π; π] , p ∈ [1; +∞] следующим образом:

‖f‖p = ‖f‖Lp(T ) =

(
1

2π

∫
T

|f(x)|p dx
) 1

p

.

Для p1, p2 ∈ [1; +∞] определим

‖f‖χE ,p = ‖f+(·)χE(·)‖p1
+ ‖f−(·)χE(·)‖p2

,

где χE — характеристическая функция измеримого множества E , f+(x) =
max{f(x), 0} , f−(x) = max{−f(x), 0} .

Для измеримого множества E , p = (p1, p2) класс измеримых по Лебегу
на T функций f , для которых ‖f‖χE ,p < +∞ , обозначим LχE ,p(T ) . Таким
образом, LχE ,p(T ) – пространство-конус (из включения f ∈ LχE ,p(T ) вообще
говоря не следует, что −f ∈ LχE ,p(T )).
Определение 1. Обозначим, через Ψ класс норм на плоскости. Таким об-

разом ψ ∈ Ψ означает

i) ψ(w) ≥ 0 , для любого w ∈ R2 , причҷм ψ(w) = 0 ⇐⇒ w = (0; 0) для
w ∈ R2 ;
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ii) ψ(αw) = |α|ψ(w) , w ∈ R2 , α ∈ R ;

iii) ψ(w1 +w2) = ψ(u1 + u2, v1 + v2) ≤ ψ(w1) +ψ(w2) = ψ(u1, v1) +ψ(u2, v2) ,
для любых w1,w2 ∈ R2 .

Будем говорить, что норма ψ симметричная, если выполнены i)-iii) и свой-
ство
iv) ψ(u, v) = ψ(v, u), ∀u, v ∈ R .
Будем говорить, что норма ψ монотонная, если выполнены i)-iii) и свойство
v) ∀u1, u2, v1, v2 ∈ R : |u1| ≤ |u2|, |v1| ≤ |v2| =⇒ ψ(u1, v1) ≤ ψ(u2, v2) .

Приведём примеры наиболее расспростраёҷнных монотонных, симметрич-
ных норм на плоскости:

a ψ(u, v) = |u|+ |v| ;

b ψ(u, v) = (u2 + v2)1/2 (Евклидова норма);

c ψ(u, v) = max{|u|, |v|} ;

d ψ(u, v) = (|u|p + |v|p)1/p , p ∈ [1; +∞) ;

e ψ(u, v) = |u|+ |v|+ |u− v| .

Определение 2. Введём ещё один класс Ψ̃ ⊂ Ψ норм на плоскости, удо-
влетворяющих помимо условий i)-v) условию

vi) lim
u,v>0; (u,v)→(+0,+0)

ψ(u, v) = ψ(0, 0) = 0.

Стоит отметить, что условие vi) означает, что функция ψ ∈ Ψ непрерывна
справа, т.е. справедливо

lim
u,v>0; (u0+u,v0+v)→(+u0,+v0)

ψ(u0 + u, v0 + v) = ψ(u0, v0).

Действительно, пусть функция ψ принадлежит классу Ψ̃ тогда из неравенства

ψ(u0, v0) ≤ ψ(u0 + u, v0 + v) ≤ ψ(u0, v0) + ψ(u, v)

и vi) вытекает непрерывность функции ψ справа.
Определение 3. Будем рассматривать несимметричную норму ψ%,p и бу-

дем писать ψ%,p ∈ Ψ%,p если, несимметричную норма порождается функцией
ψ ∈ Ψ , обладающей свойствами i)-v), парой p = (p1, p2) элементов расши-
ренной числовой прямой (1 ≤ p1, p2 ≤ +∞) и знакочувствительным весом

107



% = (%+(x), %−(x)) – парой произвольных неотрицательных измеримых функ-
ций %+ и %− , которые могут, вообще говоря, принимать и бесконечные значе-
ния. Эта "норма" задается формулой

ψ%,p(f) = ψ%,p(f+, f−) =

= ψ


 1

2π

∫
T

%+(x)(f+(x))p1 dx

 1
p1

,

 1

2π

∫
T

%−(x)(f−(x))p2 dx

 1
p2

 =

= ψ
(
‖f+(·)‖%+,p1

, ‖f−(·)‖%−,p2

)
.

Наилучшее приближение в пространстве с несимметричной нормой тригоно-
метрическими полиномами порядка не выше, чем n , т.е. классом Tn , опреде-
лим при помощи формулы:

En(f)χE ,p = inf
tn∈Tn

ψ%,p(f − tn).

В работе исследуются прямые теоремы теории приближения и аналоги двой-
ственности, а также неравенства Минковского в пространствах с несиммет-
ричной нормой и со знакочувствительным весом. В частности, для аналога
двойственности получен следующий результат:
Теорема 1. Пусть 1 ≤ p1, p2 ≤ +∞, p′1 , p′2 сопряженные с p1 , p2 со-

ответственно, т.е. 1
p′1

+ 1
p1

= 1, 1
p′2

+ 1
p2

= 1, p′ = (p′1, p
′
2), f ∈ LχE ,p ,

E ⊆ [−π; π] — измеримое множество. Тогда справедливо

En(f)χE ,p := inf
tn∈Tn

‖f − tn‖χE ,p =

= sup
g·χE⊥Tn, g∈LχE,p′

max
{
‖g+‖χE,p′1 ,‖g

−‖χE,p′2

}
≤1

1

2π

π∫
−π

f(x)g(x)χE(x) dx.

Также в работе рассматриваются аналоги прямых теорем теории прибли-
жения для несимметричных норм.
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМ

ПОТЕНЦИАЛОМ И СТЕПЕННЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ
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(Москва, Россия)
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Аннотация. Рассматриваются решения с положительными начальными
данными уравнения третьего порядка со степенной нелинейностью общего
вида. В зависимости от зачений показателей нелинейности приведены ре-
зультаты о качественном и асимптотическом поведении решений рассмат-
риваемого уравнения.
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Ключевые слова: дифференциальные уравнения, степенная нелиней-
ность, третий порядок, нелинейность относительно производной, каче-
ственное поведение, асимптотическое поведение.

ON ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS TO
THIRD-ORDER EQUATIONS WITH CONSTANT POTENTIAL

AND GENERAL POWER-LAW NONLINEARITIES

Korchemkina T.A.
Lomonosow Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. Solutions with positive initial data to third-order differential
equations with constant potential and general power-law nonlinearities are
considered. In dependence of the values of nonlinearity exponents qualitative and
asymptotic behavior of solutions is obtained.
Key words: differential equations, power-law nonlinearity, third order,

nonlinearity with respect to derivatives, qualitative behavior, asymptotic behavior

Рассматриваются решения с положительными начальными данными урав-
нения со степенной нелинейностью общего вида

y′′′ = p0 |y|k0 |y′|k1 |y′′|k2 sgn (yy′y′′), (1)

где k0, k1, k2 > 0, а p0 — положительная константа.
При k1 = k2 = 0 , sgn (yy′y′′) = sgn y качественные свойства решений изу-

чены И.В. Асташовой в [1], полная асимптотическая классификация решений
приведена в [2].

Для уравнения второго порядка с нелинейностью общего вида при p = p(x)
изучалось В.М. Евтуховым; в частности, в [3] получены достаточные условия
существования решения с заданным асимптотическим поведением.

Для уравнения второго порядка с нелинейностью общего вида в случае p =
p(x, y, y′) качественное поведение изучено в [4] результаты об асимптотическом
поведении приведены в [5].
Теорема. Пусть k0 + k1 + k2 6= 1, k1 + 2k2 6= 3, k2 6= 1, k2 6= 2. Тогда

для любого максимально продолженного решения y(x) уравнения (1), удо-
влетворяющего в некоторой точке x0 условиям y(x0) ≥ 0, y′(x0) ≥ 0 и
y′′(x0) > 0, характерно следующее поведение вблизи правой границы области
определения:
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1. если k0 + k1 + k2 < 1, то y → +∞, y′ → +∞, y′′ → +∞ при x → x̃ <
+∞, и

y(x) = C(p0, k0, k1, k2)(x− x0)
− 3−k1−2k2
k0+k1+k2−1 (1 + o(1)), x→ +∞;

2. если k0 + k1 + k2 > 1, k1 + k2 < 3, то y → +∞, y′ → +∞, y′′ → +∞
при x→ x∗ <∞, и

y(x) = C(p0, k0, k1, k2)(x
∗ − x)−

3−k1−2k2
k0+k1+k2−1 (1 + o(1)), x→ x∗ − 0;

3. если 1 < k2 < 2, k1 + 2k2 > 3, то y → y∗ < +∞, y′ → +∞, y′′ → +∞
при x→ x∗ <∞ и

y(x) = C∗(p0, y
∗, k0, k1, k2)(x

∗ − x)−
k0−k2+2

k0+k1+k2−1 (1 + o(1)), x→ x∗ − 0;

4. если k2 > 2, то y → y∗ < +∞, y′ → y′∗ < +∞, y′′ → +∞ при x→ x∗ <
∞, и

y(x) = C̃(p0, y
∗, y′∗, k0, k1, k2)(x

∗ − x)2
k2−1
k0+k2 (1 + o(1)), x→ x∗ − 0,

где C , C∗ и C̃ — константы, зависящие только от перечисленных аргумен-
тов.

Исследование выполнено при поддержке РНФ, номер проекта 20-11-20272.
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Abstract. Inverse theorems in approximation theory are studied in a space with
an asymmetric norm.
Keywords: asymmetric norm, inverse theorems.

Основные результаты
В работе изучаются обратные теоремы теории приближения в простран-

ствах с несимметричной нормой. Отметим важность несимметричных норм,
состоящую в том, что они являются "мостиком" между приближением в стан-
дартных Lp нормах и односторонними приближениями.

Обозначим через Lp(T) — пространство суммируемых в p-ой степени функ-
ций с нормой ‖f‖p = ‖f‖Lp(T) =

(
1

2π

∫
T |f(t)|pdt

) 1
p , 1 ≤ p < ∞ . Для значения

p =∞ полагаем ‖f‖∞ := ‖f‖C = maxt∈T |f(t)| , для f ∈ C(T) .
Пусть f — действительнозначная функция, f+(x) = max{0, f(x)} , f−(x) =

max{0,−f(x)} , тогда f(x) = f+(x) − f−(x) . Если f+ ∈ Lp(T) , f− ∈ Lq(T) ,
то полагают ‖f(·)‖p,q := ‖f+‖p + ‖f−‖q и говорят, что f ∈ Lp,q .
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Для ∆tf(x) = f(x)−f(x+ t) определим модуль непрерывности в простран-
стве Lp,q равенством ω(f, h)p,q := sup|t|6h ‖∆t(f)‖p,q .

Для классического модуля непрерывности r -го порядка прямая и обратная
теоремы для приближения тригонометрическими полиномами в пространстве
непрерывных функций были получены С.Б. Стечкиным в 1949 г. Для полу-
чения обратных теорем используются неравенства, связывающие норму про-
изводной тригонометрического полинома с его нормой в Lp,q пространствах.
Аналоги данных неравенств были получены в работах А.И. Козко в работах
[2]-[5]. Прямые теоремы теории приближений в несимметричных простран-
ствах изучались в различных работах, например, в [6], [7].

Нами получены обратные теоремы, выражающие модуль непрерывности
ω(f, h)p,q через величины Ẽk(f)p,q = En(f)p,q + En(f)q,p , где En(f)p,q :=
inftn∈Tn ‖f(·)− tn(·)‖p,q – величина наилучшего приближения функции f три-
гонометрическими полиномами.
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Аннотация. В работе дается краткое описание основных направлений ис-
следований, осуществляемых в настоящее время кафедрой теоретической
информатики мех-мата МГУ в рамках организованной в Московском уни-
верситете научно-образовательной школы "Мозг, когнитивные системы и
искусственный интеллект" , объединяющей группы исследователей и препо-
давателей ряда факультетов и институтов.
Ключевые слова: искусственный интеллект, большие данные, матема-

тическое моделирование.

ABOUT THE RESEARCH OF THE DEPARTMENT OF
THEORETICAL INFORMATICS OF MSU IN THE FIELD OF

ARTIFICIAL INTELLIGENCE

Mikhalev A.V., Glavatsky S.T., Burikin I.G.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. The paper provides a brief description of the main areas of research
currently carried out by the Department of Theoretical Informatics of the Faculty
of Mechanics and Mathematics of Moscow State University within the framework
of the scientific and educational school "Brain, Cognitive Systems and Artificial
Intelligence" organized at Moscow University, which unites groups of researchers
and teachers from a number of faculties and institutes.
Key words: Artificial Intelligence, Big Data, Mathematical Modeling.

1. Введение
В настоящее время тематика искусственного интеллекта (ИИ) находится в

пиковой точке своего развития благодаря применению уникальных техноло-
гий ИИ во многих сферах человеческой деятельности. Использование методов
ИИ в широком спектре научных исследований стало уже привычной реально-
стью. Благодаря освоению новых технологий, ученые разных областей науки
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получают возможность продуктивно анализировать данные большого объема
и эффективно решать исследовательские задачи, на что ранее либо было бы
затрачено несоизмеримо большее количество времени и других ресурсов, либо
это было просто нереально.

Развитие и повсеместное внедрение технологий ИИ – это, цель, достижимая
только серьҷзными продвижениями, как в информатике и информационных
технологиях, в науке о данных, в машинном обучении, так и в физиологии
мозга, психологии, этике, философии и праве. Значимые достижения в этой
области могут быть сделаны только объединенными коллективами ученых на
стыке разных дисциплин. Но и это – только одна сторона проблемы. Дру-
гая же ее сторона – это нехватка готовых многопрофильных специалистов.
Чтобы решать задачи по разработке технологий ИИ, например, в медицин-
ской сфере, информатики должны разбираться в физиологии, а физиологи –
в информатике.

Университетам нужно развивать научно– образовательные программы, где
студенты будут не только обучаться всему, что им необходимо для дальнейшей
успешной карьеры в выбранной области, но и активно участвовать в разработ-
ке реальных проектов. Эти задачи сейчас решаются в МГУ в рамках недавно
организованной научно–образовательной школы "Мозг, когнитивные системы
и искусственный интеллект" , объединяющей группы исследователей и препо-
давателей ряда факультетов и институтов.

2. Направления научных исследований кафедры в Школе ИИ.
Основные результаты исследований, полученные в 2021 году

Спектр научных исследований, проводимых кафедрой теоретической ин-
форматики в рамках Школы ИИ, очень широк. Остановимся лищь на тех из
них, в которых, с нашей точки зрения, получены наиболее интересные резуль-
таты.

"Математические методы и алгоритмы теоретической информа-
тики"

Опубликованная в 2021 г. монография И.Б. Кожухова, А.В. Михалева, А.В.
Тищенко ҝИзбранные вопросы теории полугрупп. Представления и многооб-
разия полугруппњ, содержит описание результатов исследований последних
20 лет в этих актуальных направлениях.

В цикле опубликованных в 2021 г. статей А.В. Михалева и Е.Е. Ширшовой
по упорядоченным алгебраическим системам и их приложениям рассмотрен
широкий круг структурных проблем.
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Доказано, что множество всех обобщенно нильпотентных элементов псев-
донормированного коммутативного кольца является замкнутым идеалом, и
фактор-кольцо по нему не содержит ненулевых обобщенно нильпотентных
элементов.

"Проведение исследований в области обработки больших данных.
Создание новых и адаптация ранее созданных алгоритмов интел-
лектуального анализа данныx"

Разработан новый метод кластеризации данных в многомерном простран-
стве, основанный на использовании связности элементов данных, исходя из
осредненных значений плотности распределения точек данных в метрическом
пространстве.

Исследованы алгоритмы быстрого умножения и обращения квадратных
матриц. Получен алгоритм обращения со сложностью двух умножений. При
этом обращение имеет минимальную потерю точности за счет единственного
обращения одного числа, соответствующего детерминанту.

Доказана верхняя оценка старшего коэффициента характеристического
многочлена градуированного идеала в кольце обобщенных многочленов.

"Научные исследования по комбинаторной и алгебраической тео-
рии графов, актуальных для когнитивных систем, искусственного
интеллекта и эпигенетических перестроек"

Исследованы сложные вопросы комбинаторной теории графов, актуальные
для проведения исследований в области когнитивных систем, искусственного
интеллекта и эпигенетических перестроек. В частности, для ряда серий про-
стых сборных графов получена оценка минимального числа петель, которое
необходимо добавить, чтобы сборное число графа увеличилось на единицу.

"Разработка нейронных сетей и методов глубокого обучения для
решения задач распознавания образов в условиях неполной или
нечеткой визуальной информации. Исследования в области ком-
пьютерного зрения и машинного обучения, компьютерной графики
и сжатия данных"

Используя методы машинного зрения, удалось определить ориентацию кры-
ла насекомого по видеокадру. Анализ проводился на реальных данных, предо-
ставленных коллегами с биологического факультета МГУ.

Изучены базовые элементы системы ROS. Также рассмотрены некоторые
методы компьютерного зрения для детекции рамок в пространстве (предпо-
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лагается, что через них пролетит квадрокоптер). Принято участие (с группой
студентов) в международном конкурсе ERC (имитация высадки ровера на
Марс).

Для аналитического центра совместно со студентами был разработан чат-
бот по тематике Ковид-19: где и сколько привито, сколько произведено при-
вивок и т.д. Предполагаемые ответы брались из базы данных.

Создана "Умная колонка" на базе Raspberry Pi.

"Исследования в компьютерной графике: построение трехмерных
моделей изоповерхностей; построение оптимальных тетраэдриче-
ских сетей. Разработка трехмерных алгоритмов сегментации, при-
менение методов оптимизации при построении двумерных и трех-
мерных изображений с приложениями в медицине"

Проводилась работа по созданию гидродинамической модели кровообраще-
ния в области сердца, целью которой является неинвазивная диагностика
ишемической болезни сердца на основе данных компьютерной томографии.
Проект включает построение трехмерной модели коронарных артерий серд-
ца и части аорты с целью последующего гидродинамического расчета тече-
ния крови путем численного решения уравнений гидродинамики (уравнения
Навье-Стокса, уравнения состояния и др.).

Была реализована программа для практического расчета параметров крово-
обращения в области сердца (Фракционный Резерв Кровотока FFR, давление,
скорость потока и т.п.) для реальных пациентов, с ее помощью были проведе-
ны расчеты и сравнение полученных результатов с результатами инвазивных
измерений для нескольких десятков пациентов.

3. Освещение результатов исследований.

По результатам проведенных исследований в 2021 году сотрудниками, ас-
пирантами и студентами кафедры опубликовано более 10-ти научных статей,
сделано более 10-ти докладов на международных конференциях. Под руковод-
ством участников Школы защищено 13 выпускных квалификационных работ.
Участниками Школы (включая аспирантов и студентов) получена премия на
международном научном конкурсе "International Space&Robotics Event"в рам-
ках European Rover Challenge.
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Аннотация. В статье представлена математическая модель и этапы
алгоритма математической модели для информационно программного обес-
печения экологического мониторинга в области влияния индустриальных
регионов РТ. В качестве основной модели атмосферной дисперсии применя-
ется математическая модель на основе уравнения Гаусса. Приведены фазо-
вые портреты принципа действия распространения загрязняющих веществ
(примесей) в атмосферном воздухе в области воздействия индустриальных
предприятий; параметров входа и возмущений для цементного завода го-
рода Душанбе; степени концентрации загрязнителя в изолиниях для алю-
миниевого завода г. Турсунзаде и фазовый портрет степени концентрации
загрязнителя в изолиниях для цементного завода города Яван.
Ключевые слова: математическая модель, степень загрязнения. атмо-
сферный воздух, индустриальные регионы, область влияния, входные пара-
метры.
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Abstract. The article presents a mathematical model and stages of the
mathematical model algorithm for information software for environmental
monitoring in the area of influence of the industrial regions of the Republic of
Tajikistan. As the main model of atmospheric dispersion, a mathematical model
based on the Gauss equation is used. The phase portraits of the principle of action
of the spread of pollutants (impurities) in the atmospheric air in the area of impact
of industrial enterprises are given; input parameters and disturbances for the
cement plant in Dushanbe; degrees of pollutant concentration in isolines for the
aluminum plant in the city of Tursunzade and a phase portrait of the degree of
pollutant concentration in isolines for the cement plant in the city of Yavan.

Key words: mathematical model, pollution degree. atmospheric air, industrial
regions, area of influence, input parameters.

Введение
Атмосфера Земли предполагает собой непростую концепцию, в которой про-

ходят множество физических, а также химических процессов. Весьма сложно
интерпретировать измерения состояния окружающей среды в отсутствии точ-
ной концептуальной модели атмосферных процессов. Анализ данных по состо-
янию окружающей среды в мире за последние годы показывает, что интенсив-
ный рост объема выбросов вредных веществ в атмосферу неизбежно приве-
дет к неблагоприятной экологической обстановке. Это особенно значительно в
странах, различающихся значительным темпом формирования и индустрии,
к примеру, Россия, Китай, Индия, США, Франция, Великобритания, Япония
и др. Отрицательные результаты экологических дисбалансов считаются ито-
гом высокого загрязнения атмосферы и концентрации вредных мелкодисперс-
ных частиц, которые отрицательно оказывают большое влияние в активные
концепции - флору и фауну данных регионов и способствуют глобальному
изменению климата. (потепление), ставшим значительным в последние годы
и стало не только актуальной проблемой, но и в последнее время приобрело
политический характер [1-2].

Исходя из представленного, проблемы мониторинга, прогноза, моделирова-
ния и оценки загрязнения атмосферного воздуха считаются важными и при-
обретают существенную значимость в проблеме охраны окружающей среды.

Пыльные бури являются одним из основных факторов загрязнения атмо-
сферного воздуха в индустриальных регионах РТ. За последние 30 лет коли-
чество пыльных бур в Таджикистане увеличилось не менее чем в 10 раз в году.
В начале 1990-х годов они происходили всего два-три раза в год, а в последнее
время ежегодно фиксируются до 35 ураганов. В связи с тем, что большинство
населения Республики считают, что источник пыльных бур располагается на
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территории Афганистан, это природное явление получило название "афга-
нец". Однако, согласно научным исследованиям, существует четыре основных
ресурса пильных бурь. Афганистан -лишь один из ареалов, откуда приходят
пылевые бури.
Моделирование процесса степени загрязнения атмосферного воз-

духа в индустриальных регионах. Существуют ряд альтернативных ме-
тодов получения важных данных о ходе степени загрязнения атмосферно-
го воздуха в области влияния индустриальных регинов, но математические
модели являются более выгодной альтернативой, чем использования стацио-
нарных пунктов наблюдения в зоне влияния промышленных регионов. При
этом необходимо разработать комплекс прикладных программ с помощью ма-
тематического моделирования, предназначенных для хода степени загрязне-
ния атмосферного воздуха в области влияния индустриальных регионов. При
создании таких моделей возможно изменение входных параметров объекта
управления, таких как энергия выброса, высота пламени, с целью миними-
зации степени концентрации. Вопросы энергии и урегулирования выбросов и
прогнозирования загрязнения атмосферного воздуха тесно связаны между со-
бой. Суть проблемы заключается в моделировании хода степени загрязнения
атмосферного воздуха в области влияния индустриальных предприятий [3-4].

Рисунок 1. Фазовый портрет принципа действия распространения
загрязняющих веществ (примесей) в атмосферном воздухе в области

воздействия индустриальных предприятий.

Введем следующие обозначения:
где h− высота пламени; Q = Q(t)− энергия выброса (в г/с) в зависимости от
времени t. k− стабилизация атмосферного воздуха; u - скорость ветра на высо-
ту пламени в метр секунду, φ− движение ветра, совпадающее с углом наклона
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основной системы координат; C(x, y, z)− степень содержания загрязняющих
веществ в точках трҷхмерного пространства, в мкг/м3;

В рассматриваемой математической модели движение ветра соответствует
абсциссе координат OX, в то время как исходной точкой системы координат
является высота пламени. Далее рассматривается Гауссовская нестационарная
модель распределения загрязняющих веществ в атмосферном воздухе [3]:
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Для расчета степени загрязнения во всех точках трехмерного пространства
была разработана система имитационного моделирования распространения
загрязняющих веществ в атмосферном воздухе. Система позволяет рассчи-
тывать уровень концентрации загрязняющих веществ с введенными парамет-
рами, а также отслеживать изменение значения концентрации загрязняющих
веществ в зависимости от изменения того или иного параметра. Когда зна-
чения вводимых параметров изменяются от времени, тогда и рассчитывается
средний уровень концентраций загрязняющих веществ.

Приводим приближенный алгоритм реализации математической модели:
первым шагом задаем координату основной системы, последовательно к это-
му шагу задаются шаги изменения по времени; высота (H) и мощность (Q),
и значения трехмерного пространства x, y, z задаются чисто из практических
соображений; добавим данные скорости и движения ветра; перед вычислением
дисперсионных параметров, необходима степень концентрации загрязняющих
веществ; результат проявляется в системе координат, в зависимости от раз-
мера формируемых массивов переменных, итерационные шаги повторяются;
в заключительном этапе подытоживается среднее значение степени концен-
трации загрязняющих веществ во всех точках трехмерного пространства и
приводится результат в графическом виде.

На выходе математической модели присутствует трехмерный массив, содер-
жащий значения степени концентрации загрязняющих веществ во всех точках
трехмерного пространства осей x, y, z Полученные результаты используются
для построения графиков, характеризующих степень концентрации загрязня-
ющих веществ на различных расстояниях от источника, в том числе графиков
степени загрязнения от источника, а также различных видов графиков в виде
изолиний (рис. 2).

В качестве примера можно привести ТЭЦ-2 города Душанбе, алюминиевый
завод г. Турсунзаде и цементный завод "Хуаксин -Гаюрцемент" города Яван
[4].
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Рисунок 2. Фазовый портрет параметров входа и возмущений для
цементного завода города Душанбе

Рисунок 3. Фазовый портрет степени концентрации загрязнителя в
изолиниях (ось абсцисс - координаты по направлению ветра X, ось ординат
- координаты, перпендикулярные направлению ветра Y) для алюминиевого

завода г. Турсунзаде

Рисунок 4. Фазовый портрет степени концентрации загрязнителя в
изолиниях для цементного завода города Яван (ось абсцисс - координаты по
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направлению ветра X, ось ординат - координаты, перпендикулярные
направлению ветра Y)

Полученные результаты показали, что математическую модель (1) можно
использовать при моделировании процесса степени загрязнения атмосферного
воздуха в области влияния индустриальных регионов Республики Таджики-
стан.
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ON THE CONDITIONS FOR THE SOLVABILITY OF A
SINGULAR EQUATION WITH A DISCONTINUOUS POINT

Odinabekov D.M.
Dushanbe Lomonosov Moscow State University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper considers two–dimensional singular integral equation
with coefficients at integral containing a significant discontinuity at one point.
Keywords: solvability, equations, operator boundedness, singular integral.

Рассмотрим уравнение вида

f(z)− λ

π

( z
|z|

)n∫∫
|ζ|<1

f(ζ)

(ζ − z)2
dsζ = g(z), |z| ≤ 1, (1)

где z = reiϕ, ζ = ρeiα – комплексные обозначения точек плоскости, n –целое
число отличное от нуля, dsζ – плоская мера Лебега.

Интеграл в (1) понимается в смысле главного значения по Коши, то есть
если обозначить интегральный оператор из правой части (1) через P , то

(Pf)(z) = lim
ε→0

1

π

∫∫
(|ζ|≤1)∩(|ζ−z|>ε)

f(ζ)

(ζ − z)2
dsζ , |z| ≤ 1. (2)

Комплекснозначные функции g(z) и f(z) соответственно задаются и ищутся
в пространстве

Lpβ−2/p = {f(z) : |z|β−2/pf(z) = F (z) ∈ Lp(D), ||f ||Lpβ−2/p
= ||F ||Lp},

1 < p <∞, 0 < β < 2.
Как следует из работ [1] и [2] предел (2) существует почти для всех z (|z| ≤

1) и оператор P ограничен в Lp
β− 2

p

(D) .
Запишем оператор P в виде

ω(z) ≡ (Pf)(z) = λ(Sf)(z), (3)

где

(Sf)(z) =
einϕ

π

∫∫
D

f(ζ)

(ζ − z)2
dsζ

Пусть f(z) ∈ Lp
β− 2

p

(D), 1 < p < ∞, 0 < β < 2 . Тогда ограниченность
оператора S хорошо известна [2].
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Лемма 2. Для всякого λ и λ 6= 1, существует натуральное число
N0 такое, что уравнение (1) безусловно разрешимо единственным образом в
Lp
β− 2

p

(N) при N ≥ N0.

Теорема 1. Для нормальной разрешимости уравнения (1) в пространстве
Lp
β− 2

p

(D) необходимо и достаточно, чтобы

|λ| 6= 1 и |λ| 6= Rβ(k)

где k = n0 − δ(n), n0 − δ(n) + 1, .......,m− 2,m,m+ 1, .....
Теперь в случае нормальной разрешимости уравнения (1) обозначим через

κ+ – число линейно независимых над полем вещественных чисел решений
однородного уравнения, а через κ− – число необходимых и достаточных ве-
щественных условий разрешимости неоднородного уравнения (1) в Lp

β− 2
p

(D) .
Тогда при n ≥ 1 для (2) имеет место
Теорема 2. а) Пусть 0 < β < 1. Тогда, если |λ| < Rβ(n) , то κ+ = κ− = 0;

если Rβ(k0) < |λ| < Rβ(k0 + 1) , где k0 = n, n + 1, ......, то κ+ = 0, κ− =
2(k0 − n + 1) ; если 1 < |λ| < Rβ(n0 − δ(n)) , то κ+ = n + 1, κ− = 0; если
Rβ(k0) < |λ| < Rβ(k0 + 1) , где k = n0 − δ(n), n0 − δ(n) + 1, ....., n − 3, то
κ+ = 2(k0 + 2),κ− = 0; если |λ| > Rβ(n− 2) , то κ+ = 2n,κ− = 0 .

б) Пусть 1 < β < 2. Тогда в случае нормальной разрешимости, уравнение
(2) разрешимо безусловно, то есть κ− = 0. При этом: если |λ| < Rβ(n− 2) , то
κ+ = 0; если Rβ(k0+1) < |λ| < Rβ(k0), где k = n0−δ(n), n0−δ(n)+1, ....., n−3,
то κ+ = 2(n − k0 − 2); если Rβ(n0 − δ(n)) < |λ| < 1, то κ+ = n − 1; если
Rβ(k0 + 1) < |λ| < Rβ(k0) , где k0 = n, n + 1, ....., то κ = 2(k0 + 1); если
|λ| > Rβ(n) , то κ+ = 2n.

в) Пусть β = 1. Тогда, если |λ| < 1 , то κ+ = κ− = 0; если |λ| > 1, то
κ+ = 2n,κ− = 0.

В случае n ≤ −1 для уравнения (1) справедлива
Теорема 3. а) Пусть 0 < β < 1. Тогда в случае нормальной разрешимости,

однородное уравнение (2) ненулевых решений не имеет, то есть κ+ = 0. При
этом: если |λ| < Rβ(−2) , то κ− = 0; если Rβ(k0 + 1) < |λ| < Rβ(k0) , где
k0 = −3,−4, ...., n0 − δ(n) , то κ− = 2(|k0| − 2); если Rβ(n0 − δ(n)) < |λ| < 1 ,
то κ− = |n| − 1; если Rβ(k0 + 1) < |λ| < Rβ(k0) , где k0 = 0, 1, 2, ...., то
κ− = 2(k0 + |n|+ 1); если |λ| > Rβ(0), то κ− = 2|n|.

б) Пусть 1 < β < 2. Тогда, если |λ| < Rβ(0), то κ+ = κ− = 0; если
Rβ(k0) < |λ| < Rβ(k0 + 1) , где k0 = 0, 1, 2, ...., то κ+ = 2(k0 + 1),κ− = 0; если
1 < |λ| < Rβ(n0−δ(n)) , то κ+ = 0,κ− = |n|+1; если Rβ(k0) < |λ| < Rβ(k0+1) ,
где k0 = n0− δ(n), n0− δ(n)+1, .....,−4,−3, то κ+ = 0,κ−2(|n|+k0 +2; ) если
|λ| > Rβ(−2) , то κ+ = 0,κ− = 2|n|.
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в) Пусть β = 1. Тогда, если |λ| < 1, то κ+ = κ− = 0; если |λ| > 1 , то
κ+ = 0,κ− = 2|n|.
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Weierstrass function.

В полупространстве R3
+ = C×R, C−комплексная плоскость R+ = (0,+∞)

рассмотрим систему уравнений в комплексной форме [1].

wzt + a(z, t)wt = f(z, t), (1)

где z = x+ iy, w(z, t) = u(x, y, t) + iv(x, y, t) 2wz̄ = wx + iwy, a(z, t), f(z, t)−
заданные функции.

Для уравнения (1) исследуем задачи существования и нахождения перио-
дических решений по t с периодами 2π и квазидвоякопериодических решений
по переменной z, [2] то есть

w(z, t+ 2π) = w(z, t) ∀z ∈ C, (2)

w(z + wj, t) = w(z, t) + αj, j = 1, 2, ∀t ∈ R, (3)

ω1, ω2−комплексные числа, такие, что Im(ω2/ω1
) 6= 0, α1, α2−некоторые

числа.
Решение задачи (1), (2), (3) будем искать в классе функций, имеющих пер-

вые непрерывные производные по x, y, t и вторые смешанные непрерывные
производные по x, t и по y, t в любой конечной части R3 .
Теорема 1. Пусть в уравнении (1) a(z, t) = a(z), f(z, t) = f1(z)f2(t) и

f 0
1 =

1

π

∫∫
Ω

f1(z)dΩ 6= 0, a0 =
1

2π

2π∫
0

a(t)dt,

m−целые число. Тогда если постоянные λ, b−определены соотношениями
(10) и выполнено условие (12) задача (1), (2), (3) имеет решение вида

w (z, t) = (c+ bz + λTζf1 (z))

Ae− t∫
0

a(t)dt
+

1

λ

t∫
0

f2 (τ) e
−
τ∫
t

a(ζ)dζ
dτ

 ,

где c, A−произвольные постоянные.
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и a0 6= 0(modim), тогда
задача (1), (2), (3) при λ 6= 1 всегда имеет решение вида

w (z, t) = (c+ bz + Tζf1 (z))
1

λ
e
−
t∫
0

a(τ)dτ[(
e2πa0 − 1

)−1 ×
2π∫
0

f (τ) e

τ∫
0

a(ζ)dζ
dτ+
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+

t∫
0

f2 (τ) e

τ∫
0

a(ζ)dζ
dτ
]
,

c−произвольная постоянная.
Из этих теорем следует

Следствие 1. Если λ 6= 1 и a0 6= 0(modim), то размерность ядра задачи
(1), (2), (3) равно двум, а еёкоядро равно одному. А при λ = 1 они совпадают
и равны двум.
Следствие 2. Если λ 6= 1 и a0 6= 0(modim), то размерность ядра задачи
(1), (2), (3) равно один, а ее коядро равно нулю. А при λ = 1 они совпадают
и равны одному.

Теперь рассмотрим случай, когда в уравнении (1) a(z, t) ≡ a(z) и в условии
(2) α1 = α2 = 0, то есть будем искать двоякопериодические решения по z и
2π−периодичиские по t . Тогда, введя функцию

wt = v(z, t), (4)

относительно v(z, t) получим двоякопериодическую задачу зависящей от па-
раметра t

vz̄ + a(z)v = f1(z) · f2(t). (5)

Как показано в [3] разрешимость уравнения (16) зависит от значения числа;

a0 =
1

π

∫∫
Ω

a(z)dΩ; a0 ∈ Γ или a0 ∈̄ Γ,

Γ−решетка периодов Γ = {m1ω1 +m2ω2, m1m2 − целые}
Если a0 ∈ Γ , то однородное уравнение (16) допускает решение вида [3]

v0(z, t) = χ(t)e−dx+g(z), g(z) = −Tζa(z).

χ(t)−произвольная 2π−периодичная функция, постоянная d определяется
из системы уравнений

edω1+η1a0 = 1, edω2+η2a0 = 1.

И это система благодаря соотношению Лежандра (6) имеет решение [3] .
А неоднородное уравнение (11) разрешимо лишь при условии∫∫

Ω

f1(z)edz+g(z)dΩ = 0. (6)
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При этом решение уравнения (15) представимо в виде

v(z, t) = e−dz−g(z)[χ(t) + f2(t)Tζ(f1e
dz+g(z))].

Подставляя v(z, t) в (15) находим w(z, t).
Таким образом справедливо

Теорема 3. Пусть в уравнении (1) a(z, t) ≡ a(z) и a(z)− двоякоперио-
дическая и непрерывная функция по Гельдеру с показателем α ∈ (0, 1), f(z, t)
как в теореме 1. Пусть a0 ∈ Γ, a0 = 1

π

∫∫
Ω

a(z)dΩ, Γ−решетка периодов на

плоскость C .
Тогда, если выполнено условие (17) и χ(t)−произвольная 2π−периоди-

ческая непрерывная функция такая, что
2π∫
0

χ(t)dt = 0 и
2π∫
0

f2(t)dt = 0,

то решение задачи (1), (2), (3) при α = 0, α2 = 0 представляется формулой

w(z, t) = c+ e−dz−q(z)
[ t∫

0

χ(τ)dτ +

t∫
0

f2(τ)dτTζ(f1e
dz+g(z))

]
,

где c−произвольная постоянная.
Если a0 ∈̄ Γ , то уравнение (16) имеет притом одно единственное решение

вида [3]
v(z, t) = e−g(z)f2(t)Tσ(f1e

g(z)), (7)
где Tσρ(z)−интегральный оператор с ядром σ(z)−функция Вейерштрасса [2]

Tσρ(z) = −1

π

∫∫
Ω

ρ(t)
σ(t− z − a0)

σ(−a0)σ(t− z)
dtΩ,

σ′(z)

σ(z)
= ζ(z).

Функция g1(z) = Tσ℘(z) обладает свойствами:
1) ∂g1

∂z̄ = ℘(z);
2) g1(z + wj) = e−ηja0q1(z), j = 1, 2, η1, η2−циклические постоянные.

Подставляя (18) в (15) находим w(z, t) .
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и a0 ∈ Γ. Тогда для раз-
решимости задачи (1), (2), (3) при α1 = α2 = 0 необходимо и достаточно,
чтобы

2π∫
0

f2(t)dt = 0.
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При этом все решения задачи представимы в виде

w(z, t) = c+ e−g(z)Tσ(f1e
g(z))

t∫
0

f2(τ)dτ,

где c−произвольная постоянная, а g(z) = Tσa(z).
Аналогично можно исследовать уравнения вида

wzt + a1(t)a2(t)wt = f(z, t).

А в общим случае трудность заключается в том, что функция∫∫
Ω

f(τ, t)dΩ = µ(t)

должна имеет значение лежащее на решетке Γ или µ(t) ∩ Γ = ∅ .
Этот случай требует дополнительных исследований.
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CAUCHY-TYPE PROBLEM FOR A SYSTEM OF FIRST-ORDER
LINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH A

SUPERSINGULAR POINT

Оlimi А.G.
Gafurov Khujand State University

(Khujand, Tajikistan)

Abstract. In the report, the formula for the general solution of a system of
first-order differential equations with a left supersingular point and its inversion
formulas are used to study the behavior of solutions, formulation and solution of
Cauchy-type problem.

Keywords: system of first-order differential equations, supersingular point,
system of integral equations, general solution, Cauchy problem.

В промежутке Γ = (a , b) , a < b рассмотрим систему уравнений

y′j +
m∑
k=1

pjk(x)

(x− a)α
yk =

fj(x)

(x− a)α
, j = 1,m, (1)

где α > 1- действительное число, pjk(x) ,fj(x) - известные, а yj(x) искомые
функции.
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Отметим, что исследованию общих линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений первого и высшего порядков, а также их систем, имеющих
различный порядок вырождения или сингулярности, посвящен ряд исследо-
ваний, например, смотрите [1-5] и их библиографию.

В данном сообщении доказано следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть для системы (1) выполняются условия:

1) pjk(x) ,fj(x) ∈ C(Γ) и pjj(a) 6= 0 ;
2) главным считается уравнение системы с номером s .
3) pss(x) в точке a удовлетворяет условию |pss(x)− pss(a)| ≤ Qs(x − a)qs ,
Qs > 0 ,qs > α− 1 ;
4)pss(a) > 0;
5) если же pss(a) < 0 , то функция fj(x) при x→ a+ 0 удовлетворяет асимп-
тотическому равенству fj(x) exp[−pss(a)ωαa (x)] = o[(x− a)γjs] , γjs > α− 1 ;
6) функции pjk(x) , j 6= k , и Ωjs(x) = pjj(x) − pss(x) при x → a + 0 , соот-
ветственно подчиняются асимптотическому равенству pjk(x) = o[(x − a)ηjk] ,
Ωjs(x) = o[(x− a)νjs] , ηjk ,νjs > α− 1 .

Тогда общее решение системы из класса C1(Γ) выражается формулой

yj(x) = Rα
j,a[(p), (f), c1, ..., cm], j = 1,m, (2)

где Rα
j,a[(p), (f), c1, ..., cm] = exp[−wα

pss,a
(x)+pss(a)ωαa (x)]

{
Kα
a [pss(x), fj(x), cj]−

−
m∑
k=1
k 6=j

x∫
a

Γαjk,a(ξ)K
α
a [pss(ξ), fk(ξ), ck] dξ −

x∫
a

Γαjj,a(ξ)K
α
a [pss(ξ), fj(ξ), cj]dξ

}
,

j 6= s, Rα
s,a[(p), (f), c1, ..., cm] = exp[−wα

pss,a
(x)+

pss(a)ωαa (x)]

Kα
a [pss(x), fs(x), cs]−

m∑
k=1
k 6=s

x∫
a

Γαsk,a(ξ)K
α
a [pss(ξ), fk(ξ), ck] dξ

 ,

где Γαjk,a(ξ) , j, k = 1,m - есть резольвента системы интегральных уравнений
Вольтерра второго рода вида

ϕj(x) +
m∑
k=1
k 6=j

x∫
a

Mα
jk,a(ξ)ϕk(ξ)dξ +

x∫
a

Mα
jj,a(ξ)ϕj(ξ)dξ = Kα

a [pss(x), fj(x), cj],
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j = 1,m со слабой особенностью, ядра и правая часть, в котором определя-
ются по формулам Mα

jk,a(ξ) = pjk(ξ)(ξ−a)−α ,k 6= j , Mα
jj,a(ξ) = Ωjs(ξ)(ξ−a)−α ,

Kα
a [pss(x), fj(x), cj] =

x∫
a

fj(ξ)(ξ − a)−α exp[wα
pss,a

(ξ)− pss(a)ωαa (ξ)] dξ + cj,

wα
pss,a

(x) =

x∫
a

pss(t)− pss(a)

(t− a)α
dt, ωαa (x) = [(α− 1)(x− a)α−1]−1,

cj - произвольные постоянные, а для краткости положено

(p) ≡ {p11(x), ..., p1m(x), ..., pm1(x), ..., pmm(x)} , (f) ≡ {f1(x), ..., fm(x)} .

Далее установлено, что:
1) решения системы (1), выражаемые формулой (2) в окрестности точки x =

a ведут себя как экспоненциальная функция и в зависимости от знака числа
pss(a) , при x→ a+ 0 стремятся к бесконечности в случае pss(a) > 0 с асимп-
тотическим поведением yj(x) = O {exp[pss(a)ωαa (x)]} и стремятся к нулю в
случае pss(a) < 0 с асимптотическим поведением yj(x) = o {exp[pss(a)ωαa (x)]} .

2) представление (2) подчиняется следующим характеристическим равен-
ствам, являющимися для него формулами обращения:

{exp[−pss(a)ωαa (x)]yj(x)}x=a+0 = cj, j = 1,m. (3)

Применяя представление (2) и его свойство (3) исследована следующая за-
дача типа Коши:
Задача 1. При выполнении условий теоремы 1 требуется найти решение

системы (1) из класса C1(Γ) , подчиняющееся следующим условиям в точ-
ке x = a : {exp[−pss(a)ωαa (x)]yj(x)}x=a+0 = aj , j = 1,m , где aj - заданные
вещественные числа.

Относительно задачи 1 доказано следующее утверждение:
Теорема 2. Задача 1 имеет единственное решение, которое выражается

формулой yj(x) = Rα
j,a[(p), (f), a1, ..., am] , j = 1,m .
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ОБ ОДНОЙ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ
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(г. Самара, Россия)
louise@samdiff.ru

Аннотация: В статье доказано существование единственного обобщен-
ного решения начально-краевой задачи с нелокальным граничным условием
для псевдогиперболического уравнения четвертого порядка в цилиндре. Гра-
ничное условие содержит производные первого и второго порядка по пере-
менной времени, а также интеграл от искомого решения.
Ключевые слова: нелокальная задача, уравнение четвертого порядка,

интегральные условия, обобщённое решение, пространство Соболева
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ON A NONLOCAL PROBLEM FOR A PSEUDOHYPERBOLIC
EQUATION

Pulkina L.S.
Samara State University

(Samara, RF)

Abstract. The article proves the existence of a unique generalized solution
of the initial-boundary value problem with nonlocal boundary condition for the
pseudohyperbolic equation fourth order in a cylinder. The boundary condition
contains derivatives of the first and second order with respect to the time variable,
as well as the integral of the desired solution.
Keywords: nonlocal problem, fourth-order equation, integral conditions,

generalized solution, Sobolev space

1. Введение
Многие физические процессы, представляющие интерес для современного

естествознания, приводят при математическом моделировании к уравнениям
и граничным условиям более сложной структуры, чем известные из класси-
ческой литературы, в частности, к уравнениям порядка выше второго, дина-
мическим граничным условиям, а также к нелокальным условиям. Динамиче-
ские граничные условия, содержащие значения вторых производных по пере-
менной времени, возникают, например, при исследовании колебаний стержня
при упругом закреплении, если к концам пружины прикреплен груз [1] (с.46),
[2], при изучениии нестационарных внутренних волн в неоднородной или во
вращающейся и стратифицированной жидкости [3], [4]. В тех случаях, ко-
гда граница области протекания процесса недоступна для получения данных
на ней, естественным обобщением граничных условий являются нелокальные
интегральные условия. К настоящему времени получено много интересных ре-
зультатов по обоснованию разрешимости нелокальных задач с интегральными
условиями для параболических и гиперболических уравнений.

Большинство работ, посвященных изучению задач с интегральными усло-
виями, содержат результаты исследований нелокальных задач для уравнений
второго порядка. Отметим здесь работы [5]–[11], а также обратим внимание
на списки литературы в них. Разработка методов исследования задач с ин-
тегральными условиями позволила заметить их тесную связь с задачами с
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динамическими граничными условиями [9,11].

2. Постановка задачи

Пусть Ω — ограниченная область в Rn с гладкой границей ∂Ω, QT =

Ω× (0, T ), ST = ∂Ω× (0, T ). Рассмотрим в QT уравнение

∂2

∂t2
(σ(x)u− (bij(x)uxi)xj)− (aij(x, t)uxi)xj + c(x, t)u = f(x, t), (1)

где по повторяющимся индексам производится суммирование от 1 до n, и
поставим следующую задачу: найти в QT решение уравнения (1), удовлетво-
ряющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

и нелокальному динамическому граничному условию( ∂2

∂t2
∂u

∂N1
+

∂u

∂N2
+ (α(t)ut)t + β(t)u+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy
)∣∣∣

ST
= 0. (3)

Здесь обозначено:

∂u

∂N1
= bijuxi cos(ν, xj),

∂u

∂N2
= aijuxi cos(ν, xj),

где ν(x) = (ν1, ..., νn) — вектор внешней нормали к ∂Ω в текущей точке. Функ-
ции α(t), β(t), K(x, y, t) заданы в [0, T ] и Ω̄×Q̄T соответственно. Обозначим

W (QT ) = {u : u ∈ W 1
2 (QT ), uxt(x, t) ∈ L2(QT )},

Ŵ (QT ) = {v(x, t) : v(x, t) ∈ W (QT ), v(x, T ) = 0}.

Введем понятие обобщенного решения. Пользуяcь стандартной процедурой [?],
получим равенство

T∫
0

∫
Ω

(−σutvt − bijuxtvxt + aijuxvx + cuv)dxdt−
T∫

0

∫
∂Ω

α(t)utvtdsdt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)[β(t)u+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy]dsdt =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt. (4)
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Здесь и далее мы будем пользоваться обозначениями:

ux = (ux1
, ..., uxn), u

2
x =

n∑
i=1

u2
xi
, u2

xx =
n∑
i=1

u2
xixj

, uxvx =
n∑
i=1

uxivxi.

Определение. Обобщенным решением задачи (1)—(3) будем называть
функцию u(x, t) ∈ W (QT ), удовлетворяющую условию u(x, 0) = 0 и тож-
деству (4) для любой v ∈ Ŵ (QT ).

3. Разрешимость задачи

Теорема. Пусть выполняются следующие условия:

(i) aij,
∂aij
∂t
∈ C(Q̄T ), aij = aji ∀(x, t) ∈ QT , a0ξ

2 ≤ aijξiξj ≤ γξ2, a0 > 0;

(ii) bij ∈ C(Ω̄), bij = bji ∀(x, t) ∈ QT , b0ξ
2 ≤ bijξiξj ≤ δξ2, b0 > 0;

(iii) α, β ∈ C1[0, T ], K ∈ C(Ω̄× Q̄T ), σ ∈ C(Ω̄), σ(x) ≥ σ0 > 0.

(iiii) f ∈ L2(QT ), c ∈ C(Q̄T ).

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)—(3).

Доказательство.

Единственность решения. Предположим, что существует два различных
решения этой задачи, u1(x, t) и u2(x, t). Тогда их разность, u(x, t) = u1(x, t)−
u2(x, t) , удовлетворяет условиям u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 и тождеству

T∫
0

∫
Ω

(−σutvt − bijuxtvxt + aijuxvx)dxdt+

T∫
0

∫
Ω

cuvdxdt−
T∫

0

∫
∂Ω

αutvtdsdt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v[βu+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy]dsdt = 0. (5)

Выберем в тождестве (5) функцию v(x, t), положив

v(x, t) =


t∫
τ

u(x, η)dη,0 ≤ t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T,

где τ ∈ [0, T ] произвольно.
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Элементарные преобразования тождества (5) с выбранной указанным обра-
зом функцией v(x, t) приводят к равенству∫

Ω

[σ(x)u2(x, τ) + bij(x)uxi(x, τ)uxj(x, τ) + aij(x, 0)(x, 0)vxi(x, 0)vxj(x, 0)]dx

=

τ∫
0

∫
∂Ω

[β′(t)v2 − α′(t)u2]dsdt− α(t)

∫
∂Ω

u2(x, τ)ds− β(0)

∫
∂Ω

v2(x, 0)ds

+2

τ∫
0

∫
Ω

cvvtdxdt−
τ∫

0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxivxjdxdt+ 2

τ∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kvtdydsdt,

из которого вытекает неравенство∫
Ω

[σ(x)u2(x, τ) + bij(x)uxi(x, τ)uxj(x, τ) + aij(x, 0)(x, 0)vxi(x, 0)vxj(x, 0)]dx

≤
∣∣∣ τ∫

0

∫
∂Ω

[β′(t)v2 − α′(t)u2]dsdt− α(t)

∫
∂Ω

u2(x, τ)ds− β(0)

∫
∂Ω

v2(x, 0)ds

+2

τ∫
0

∫
Ω

cvvtdxdt−
τ∫

0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxivxj + 2

τ∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kvtdydsdt
∣∣∣. (6)

Заметим, что в силу условий теоремы найдутся такие положительные числа
A,B, c0, k0, что

max
Q̄T
|aij,

∂aij
∂t
| ≤ A, max

Q̄T
|c(x, t)| ≤ c0,

max
Q̄T

∫
Ω

K2(x, y, t)dy ≤ k0, max
[0,T ]
|α′(t), β′(t)| ≤ B.

Оценим правую часть равенства (6), применяя неравенства Коши, Коши-
Буняковского и условия теоремы:

2
∣∣∣ τ∫

0

∫
Ω

cvvtdxdt
∣∣∣ ≤ c0

τ∫
0

∫
Ω

(v2 + v2
t )dxdt;

∣∣∣ τ∫
0

∫
Ω

∂aij
∂t

vxivxjdxdt
∣∣∣ ≤ An

τ∫
0

∫
Ω

v2
xdxdt;
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2
∣∣∣ τ∫

0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kvtdydsdt
∣∣∣ ≤ τ∫

0

∫
∂Ω

v2dsdt+ k0ω

τ∫
0

∫
Ω

u2dsdt,

∣∣∣ τ∫
0

∫
Ω

(β′v2 − α′u2)dsdt
∣∣∣ ≤ B

τ∫
0

∫
∂Ω

(v2 + u2)dsdt.

Теперь воспользуемся неравенством ( [?], с. 77) в силу которого∫
∂Ω

v2ds ≤ c1

∫
Ω

(v2
x + v2)dx,

∫
∂Ω

u2ds ≤ c1

∫
Ω

(u2
x + u2)dx.

Из представления функции v(x, t) следует равенство vt = u, которым мы уже
пользовались, и легко вытекают неравенства

τ∫
0

∫
Ω

v2dxdt ≤ τ 2

τ∫
0

∫
Ω

u2dxdt,

τ∫
0

∫
Ω

v2
xdxdt ≤ τ 2

τ∫
0

∫
Ω

u2
xdxdt,

в силу которых

2
∣∣∣ τ∫

0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kvtdydsdt
∣∣∣ ≤ c2

τ∫
0

∫
Ω

(u2 + u2
x)dxdt, c2 = c1τ

2 + k0ω.

Левую часть (6) оценим снизу, опираясь на условия теоремы и обозначив
m0 = min{σ0, a0, b0} , и получим, с учетом выведенных выше оценок, нера-
венство

m0

∫
Ω

(u2(x, τ) + u2
x(x, τ) + (x, 0)v2

x(x, 0))dx

≤M0

∫
Ω

(σu2(x, τ) + uxiuxj(x, τ) + vxivxj(x, 0))dx,

в котором M0 зависит лишь от введенных выше постоянных A,B, c0, k0, ω, c1.

В частности, ∫
Ω

(u2(x, τ) + u2
x(x, τ))dx ≤M

τ∫
0

∫
Ω

(u2 + u2
x)dxdt,
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M = M0/m0. Применив к последнему неравенству лемму Гронуолла, убежда-
емся в том, что u(x, t) = 0 в Qτ . Так как τ ∈ [0, T ] произвольно, то u(x, t) = 0

в QT и, стало быть, единственность решения доказана.
Доказательство существования обобщенного решения проведится по следу-

ющей схеме: построим последовательность приближенных решений; выведем
априорную оценку; покажем, что полученная оценка позволяет выделить сла-
бо сходящуюся подпоследовательность; убедимся в том, что предел выделен-
ной подпоследовательности и есть искомое решение.

Перейдем к реализации нашего плана. Пусть функции wk(x) ∈ C2(Ω̄) об-
разуют линейно независимую и полную в W 1

2 (Ω) систему. Будем искать при-
ближенное решение задачи в виде

um(x, t) =
m∑
k=1

ck(t)wk(x) (7)

из соотношений∫
Ω

(σumttwl + biju
m
xitt
wlxj + aiju

m
xi
wlxj + cumwj)dx+

+

∫
∂Ω

wl(x)[(αumt )t + βum +

∫
Ω

Kumdy]ds =

∫
Ω

fwldx. (8)

Дополнив соотношения (8), которые представляют собой систему линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно ck(t) , начальны-
ми условиями ck(0) = 0, c′k(0) = 0, приходим к задаче Коши для системы
обыкновенных дифференциальных уравнений (8). Условия теоремы позволя-
ют утверждать, что эта задача однозначно разрешима, а это означает, что
последовательность приближенных решений построена. На следующем этапе
выведем априорную оценку

||um||W (QT )|| ≤ P, (9)

Это самая ответственная часть доказательства, но мы опустим в силу лими-
та места подробные выкладки, отметим только, что в основном используется
та же техника, что и при доказательстве единственности. Так как P в (9)
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не зависит от m, то из построенной последовательности {um(x, t)} прибли-
женных решений можно выделить слабо сходящуюся в W (QT ) подпоследо-
вательность, за которой во избежание громоздкой записи сохраним прежнее
обозначение.

Осталось показать, что предел выделенной подпоследовательности, u ∈
W (QT ), и есть искомое приближенное решение. Для этого воспользуемся
той же техникой, что и в [12] (с.214-215), так как трудности, связанные с
нелокальным условием, преодолены на этапе вывода оценки.
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Рассматривается уравнение

y(n) + p(x, y, y′, ..., y(n−1))|y|k sgn y = 0, (1)

где n натуральное, n ≥ 3, k > 0, k 6= 1, 0 < m ≤ p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) ≤ M <

+∞, x ∈ R , а функция p = p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) удовлетворяет условию Липши-
ца по ξ1, ξ2, ..., ξn , и непрерывна. Уравнение (1) можно считать нелинейным
аналогом линейного уравнения

y(n) + q(x)y = 0 (2)

с непрерывным потенциалом q.

Для (1) с помощью методов из [4]–[6] получены следующие результаты (см.
[7]–[9]).
Теорема 1. Для любого целого s ≥ 2 на любом отрезке [a, b] ⊂ R суще-

ствует решение уравнения (1), имеющее на нем ровно s нулей и равное нулю
в его концах.
Теорема 2. При k > 1 на любом полуинтервале [a, b) ⊂ R существует

решение уравнения (1), имеющее на нем счетное множество нулей.
Теорема 3. При 0 < k < 1 и p(x, ξ1, ξ2, ..., ξn) ≡ p0 ∈ R, p0 > 0, на

любом отрезке [a, b] ⊂ R существует решение уравнения (1), имеющее на
нем счетное число нулей и равное нулю в его концах. Также существует
нетривиальное решение с континуумом нулей на этом отрезке, равное нулю
в его концах.

Эти результаты показывают, как отличается поведение решений нелиней-
ных уравнений от их линейного аналога, для которого верны теорема Штурма
и продолжающие её теоремы Кондратьева.
Теорема (Sturm J. Ch. F., [1]). При n = 2 между двумя последователь-

ными нулями решения (2) лежит ровно один нуль любого другого линейно
независимого с этим решения.
Теорема (В. А. Кондратьев, [2], [3]). При n = 3 и q(x) > 0 (или q(x) < 0)

между двумя последовательными нулями решения (2) лежит не более двух
нулей любого другого линейно независимого с этим решения. При n = 4 и
q(x) > 0 — не более четырех. При n = 4 и q(x) < 0 — не более трех. При
n ≥ 5 и q(x) ≥ 0 между двумя последовательными нулями одного решения
может лежать любое число нулей другого решения.
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Аннотация: Рассматриваются семейства линейных дифференциальных
систем, получаемые параметрическим возмущением фиксированной (своей
для каждого семейства) линейной системы. Рассматривается множество
непрерывных параметрических возмущений системы, не уменьшающих еҷ
показателей Ляпунова, вида Q : R+×M → Rn×n , где M — некоторое наперҷд
заданное метрическое пространство. Для двух его подмножеств получено
полное описание класса пар, составленных из спектра показателей Ляпуно-
ва исходной системы и спектра показателей Ляпунова возмущенной систе-
мы: первому подмножеству принадлежат возмущения, убывающие на бес-
конечности по временно́й переменной заданным образом, а второму — возму-
щения, удовлетворяющие условию limt→+∞

(
ψ(t)

)−1
supµ∈M ‖Q(t, µ)‖ = 0 для

всякой функции ψ из некоторого наперҷд заданного счҷтного подмножества
множества непрерывных функций из R+ в (0,+∞).

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, показатель Ля-
пунова, параметрическое возмущение, эффект Перрона
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PARAMETRIC PERTURBATIONS OF A LINEAR
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Annotation: We consider families of linear diffrerntial systems obtained by
parametric perturbation of the fixed linear differential system. For the fixed
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metric space M we consider the set of continuous parametric perturbations
Q : R+ ×M → Rn×n of the fixed linear diffrerntial system that do not decrease
Lyapunov exponents of it. We consider two specific subsets of the considered set:
the first one consists of perturbations decaying at infinity along the time axis in
the specified way; the second one consists of perturbations that satisty condition
limt→+∞

(
ψ(t)

)−1
supµ∈M ‖Q(t, µ)‖ = 0 for each function ψ ∈ Ψ where Ψ is the

preset countable subset of the set of all continuous functions from R+ to (0,+∞).

For considered subsets we obtain description of the class of pairs formed by the
spectrum of Lyapunov exponents of the preset linear differential system and the
spectrum of Lyapunov exponents of the perturbed system.

Keywords: linear differential system, Lyapunov exponent, parametric perturbation,
Perron effect

Для заданного n ∈ N обозначим через M̃n класс линейных дифференци-
альных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

с непрерывными матричнозначными функциями A : R+ → Rn×n , которые мы
будем отождествлять с соответствующими линейными системами. Подмноже-
ство M̃n , состоящее из матричнозначных функций с ограниченными коэффи-
циентами, будем обозначать через Mn .

В работе [1] О. Перрон показал, что существуют двумерная система A ∈M2

с отрицательными показателями Ляпунова и экспоненциально убывающая к
нулю матричнозначная функция Q, такие, что старший показатель Ляпунова
возмущҷнной системы A+Q положителен, а младший показатель Ляпунова
возмущҷнной системы совпадает с младшим показателем исходной системы A.

Данный пример показывает, что потеря утойчивости линейной системы может
быть достигнута с помощью возмущения, стремящегося к нулю на бесконечно-
сти. Работы Перрона [см., напр., 1, 2] положили начало исследованиям зави-
симости показателей Ляпунова от различных классов возмущений. Ситуацию,
при которой показатели Ляпунова возмущҷнной системы больше показателей
исходной системы, принято называть эффектом Перрона. Эффект Перрона с
линейно убывающими к нулю возмущениями называется линейным.
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Определение 1. Характеристическим показателем вектор-функции
f : R+ → Rn называется величина (полагаем ln 0 = −∞)

λ[f ] = lim
t→+∞

ln ‖f(t)‖1/t,

Определение 2. Показателями Ляпунова системы (1) называются вели-
чины [3]

λi(A) = inf
L∈Gi(S(A))

sup
x∈L

λ[x], i = 1, n,

где S(A) – пространство решений системы (1), а Gi(V ) – множество i-мерных
подпространств векторного пространства V.

В наших обозначениях показатели Ляпунова нумеруются, в отличие от [3],
в порядке неубывания.
Определение 3. Набор Λ(A) ≡ (λ1(A), . . . , λn(A)) называется спектром

показателей Ляпунова системы (1).
Поскольку мы не предполагаем коэффициенты рассматриваемых систем

ограниченными, их показатели Ляпунова являются, вообще говоря, точка-
ми расширенной числовой прямой R ≡ R t {−∞,+∞}, которая наделяется
порядковой топологией.

Для данных метрического пространства M и функции θ : R+ → R рас-
смотрим класс Qθ

n[A](M) непрерывных по совокупности переменных функций
Q : R+ ×M → Rn×n, удовлетворяющих условиям:

1) supt∈R+
supµ∈M ‖Q(t, µ)‖eθ(t)t <∞;

2) для любых k = 1, n, µ ∈M, выполняется неравенство

λk(A(·) +Q(·, µ)) ≥ λk(A).

Отметим, что для любой системы A ∈ M̃n класс Qθ
n[A](M) не пуст, по-

скольку ему заведомо принадлежит матрица Q ≡ 0.

Ставится задача полного дескриптивно-множественного описания для каж-
дых n ≥ 2 и метрического пространства M класса

ΠQθ
n(M) =

{(
Λ(A),Λ(A+Q)

)
| A ∈ M̃n, Q ∈ Qθ

n[A](M)
}
.
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Указанную задачу можно рассматривать как обобщение примера Перрона [4,
§ 1.4] на случай неограниченных коэффициентов.
Определение 4. Будем говорить [5, с. 224], что функция f : M → R при-

надлежит классу (∗, Gδ), если для любого r ∈ R прообраз f−1
(
[r,+∞]

)
луча

[r,+∞] является Gδ -множеством метрического пространства M.

В частности, класс (∗, Gδ) является подклассом второго класса Бэра [5,
с. 248].

Решение поставленной задачи содержит следующая
Теорема 1. Для каждых метрического пространства M, натурального чис-

ла n ≥ 2 и непрерывной функции θ : R+ → R пара
(
l, f
)
, где l = (l1, . . . , ln) ∈(

R
)n и f = (f1, . . . , fn) : M →

(
R
)n
, принадлежит классу ΠQθ

n(M) тогда и
только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) l1 ≤ . . . ≤ ln;

2) f1(µ) ≤ . . . ≤ fn(µ) для любого µ ∈M ;

3) fi(µ) ≥ li для всех µ ∈M и i = 1, n;

4) для любого i = 1, n функция fi(·) : M → R принадлежит классу (∗, Gδ).

Замечание. Аналог этой теоремы для случая систем с ограниченными ко-
эффициентами установлен в работе [6]; в той теореме θ(t) ≡ const < 0.

Важным следствием теоремы 1 является следующий результат.
Обозначим через Φ множество непрерывных функций ϕ : R+ → (0,+∞) .

Для заданных метрического пространства M и подмножества Ψ ⊂ Φ рассмот-
рим класс Qn[Ψ, A](M) непрерывных по совокупности переменных функций
Q : R+ ×M → Rn×n, удовлетворяющих условиям:

1) для каждой ψ ∈ Ψ выполняется равенство

lim
t→+∞

(
ψ(t)

)−1
sup
µ∈M
‖Q(t, µ)‖ = 0;

2) для любых k = 1, n, µ ∈M, выполняется неравенство

λk(A(·) +Q(·, µ)) ≥ λk(A).
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Отметим, что класс Qn[Ψ, A](M) не пуст по той же причине, что и введҷнный
выше класс Qθ

n[A](M) .
Ставится аналогичная рассмотренной ранее задача полного дескриптивно-

множественного описания для каждых n ≥ 2 , множества Ψ ⊂ Φ и метриче-
ского пространства M класса

ΠQn[Ψ](M) =
{(

Λ(A),Λ(A+Q)
)
| A ∈ M̃n, Q ∈ Qn[Ψ, A](M)

}
.

Решение поставленной задачи для счётного множества Ψ ⊂ Φ содержит
следующая
Теорема 2. Для каждых метрического пространства M, натурального чис-

ла n ≥ 2 и счҷтного множества Ψ ⊂ Φ пара
(
l, f
)
, где l = (l1, . . . , ln) ∈

(
R
)n и

f = (f1, . . . , fn) : M →
(
R
)n
, принадлежит классу ΠQn[Ψ](M) тогда и только

тогда, когда выполняются следующие условия:

1) l1 ≤ . . . ≤ ln;

2) f1(µ) ≤ . . . ≤ fn(µ) для любого µ ∈M ;

3) fi(µ) ≥ li для всех µ ∈M и i = 1, n;

4) для любого i = 1, n функция fi(·) : M → R принадлежит классу (∗, Gδ).

Приведённая теорема показывает, что все теоретически возможные пары
спектров исходной и параметрически возмущҷнной систем (при дополнитель-
ном условии, что все показатели возмущҷнной системы не меньше, чем у
исходной) можно получить даже в классе возмущений, убывающих к нулю
на бесконечности сколь угодно быстро. Эта ситуация является специфичной
для класса систем с неограниченными коэффициентами, поскольку показате-
ли Ляпунова систем с ограниченными коэффициентами инвариантны относи-
тельно возмущений, убывающих быстрее любой экспоненты [2, § 8.1].

Автор выражает благодарность своему научному руководителю В.В. Быко-
ву за постановку задачи и внимание к работе.
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Аннотация. В работе для одного класса псевдопараболических уравнений
вида

wz̄t + a(t)wz̄ + b(z)wt + c(z, t)w = 0,

найдено решение в классе функций, 2π−периодических по t и двоякоперио-
дических по переменной z , с периодами ω1, ω2, Im(ω2/ω1) > 0.

Ключевые слова: двоякопериодическое решение, псевдопараболические си-
стемы уравнений, троякопериодическое решение, аналитическая функция.
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TRIPLE-PERIODIC SOLUTIONS FOR OF GENERALIZED
PSEUDOPARABOLIC SYSTEMS EQUATIONS ON THE PLANE

Safarov J.S.1 , Odinabekov Kh.V.2

1N.Khusrav-Bokhtar State University
(Bokhtar, Tajikistan)

2Tajik State University of Commerce
(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. In the work for one class of pseudoparabolic equations of the form

wz̄t + a(t)wz̄ + b(z)wt + c(z, t)w = 0,

a solution is found in the class of functions 2π -periodic in t and doubly periodic
in the variable z, with periods ω1, ω2, Im(ω2/ω1) > 0.

Keywords: doubly periodic solution, pseudo-parabolic systems of equations,
triple-periodic solution, analytic function.

В пространстве R3 = C × R, C−комплексная плоскость, R = (−∞; +∞)

псевдопараболическая, рассмотрим систему уравнений в комплексной форме
[1-3]

wz̄t + a(t)wz̄ + b(z)wt + c(z, t)w = 0, (1)

где t ∈ (−∞; +∞), z = x + iy ∈ C , a(t), b(z), c(z, t)−заданные функции,
w(z, t) = u(x, y, t) + iv(x, y, t)−искомая.

Будем искать троякопериодические решения уравнения, удовлетворяющие
условиям

w(z + ω1, t) = w(z + ω2, t) = w(z, t), Im(ω2/ω1) > 0, (2)

w(z, t+ 2π) = w(z, t), ∀(z, t) ∈ R3.

Предположим, что a(t) − 2π периодическая по t и a(t) ∈ C(0, 2π), b(z)−
двоякопериодическая функция с периодами ω1, ω2, b(z) ∈ Hα(Ω̄0) , то есть
непрерывная по Гельдеру с показателем α ∈ (0, 1) в параллелограмме Ω0 , с
вершинами 0, ω1, ω1 + ω2, ω2 на плоскости C . Класс таких функций обо-
значим соответственно через C∗, H

α
∗ . Функция c(z, t) представима в виде

c(z, t) = a(t)b(z) .
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При этих предположениях решение уравнения (1) находим в классе C2
∗ ,

C2
∗−класс троякопериодических функций с периодами ω1, ω2, 2π и принадле-

жащие классу C2(Ω)∩C1(Ω) , Ω−параллелепипед (или куб) Ω = Ω0× [0, 2π] .
Легко видеть, что если w(z, t) ∈ C2−решение уравнения (1), то при c(z, t) =

a(t)b(z) левую часть (1) можно записать в виде(
∂

∂z̄
+ b (z)

)(
∂

∂t
+ a (t)w

)
= 0, (3)

или (
∂

∂t
+ a (t)

)(
∂

∂z̄
+ b (z)w

)
= 0. (4)

Достаточно найти решение w(z, t) уравнения (1) из класса C2
∗ интегрируя

одно из уравнений (3) или (4).
В обозначениях

ψ(z, t) =
∂w

∂t
+ a(t)w, (5)

уравнение (1) запишется в виде

∂ψ

∂z̄
+ b(z)ψ(z, t) = 0, (6)

то есть, распадается на два уравнения.
Вначале находим ψ(z, t) ∈ C1

∗ из уравнения (6), затем подставляя в (5)
находим решение уравнения (1).

Разрешимость уравнений (5), (6) зависят от числа a0, b0

a0 =
1

2π

2π∫
0

a(t)dt, b0 =
1

π

∫∫
Ω0

b(z)dΩ,

a0 6= im, a0 = im; m−целое число; b0 ∈ Γ1, b0 ∈̄ Γ1, Γ1−решетка вида Γ1 =
|Ω0|
π {m1ω1 +m2ω2; m1, m2 − целые число}, |Ω0| = mesΩ = ω1

2Im(ω2/ω1).

1. Пусть a0 6= im, m− целое; b0∈̄ Γ1.

Тогда согласно результатам работы [5,6] из уравнения (5) для каждого t ∈
(−∞;∞) имеем ψ(z, t) = 0 .

Подставляя это значение в (4) имеем

∂w

∂t
+ a(t)w(z, t) = 0.
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Это уравнение при a0 6= im в классе C1
∗ имеет лишь нулевое решение для

каждого z ∈ Ω0 . Поэтому w(z, t) ≡ 0.

Таким образом, справедливо
Теорема 1. Пусть в уравнении (1) c(z, t) = a(t)b(z) и a0 6= im, m−целое и

b0 ∈̄ Γ1 . Тогда уравнение (1) в классе C2
∗ имеет лишь тривиальное решение

w(z, t) ≡ 0.

2. Пусть теперь a0 = im, m−целое и b0 ∈ Γ1 или b0 ∈̄ Γ1.

Тогда из уравнения (5) находим

ψ(z, t) = ϕ(z)e
−
t∫
0

a(t)dt
,

где ϕ(z)−произвольная двоякопериодическая функция класса C1
∗ .

Подставляя значение ψ(z, t) в (6) для нахождения решения (1) получим
уравнение обобщенных аналитических функций зависящее от параметра t,

∂w

∂z̄
+ b (z)w (z, t) = ϕ (z) exp

− t∫
0

a (t) dt

 , (7)

где ϕ(z) ∈ C1
∗ .

Если b0 = 1
π

∫∫
Ω

b(z)dΩ ∈ Γ1, то при выполнении условий [5].∫∫
Ω

ϕ(z)eTζb(z)+dzdΩ = 0, (8)

из уравнения (7) находим

w (z, t) = e−Tζb(z)−dz
(
c1 + Tζ

[
ϕ1 (z, t) eTζb(z)+dz

])
, (9)

где ϕ1(z, t) = ϕ(z) exp(−
t∫
0

a(t)dt), Tζρ(z)−интегральный оператор с ядром

дзета-функции Вейерштрасса ζ(z), [4]

Tζρ(z) = −1

π

∫∫
Ω

ρ(τ)ζ(τ − z)dτΩ,

постоянное d и b0−решение уравнения

exp(η1b0 + ω1d) = exp(η2b0 + ω2d) = 1.
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Таким образом, имеет место
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и a0 = im, m−целое и

b0 ∈ Γ1.

Тогда уравнение (1) при условии (8) имеет решение вида (9) в котором
c1−произвольная постоянная а ϕ (z) ∈ C1

∗ удовлетворяет условию (7).
Если же b0 ∈̄ Γ1 , то справедливо
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и a0 = im, m−целое и

b0 ∈̄ Γ1.

Тогда уравнение (1) в классе C2
∗ имеет решение вида

w(z, t) = e−Tζb(z)Tσ[ϕ1(z, t)e
Tζb(z)],

где
Tσρ(z) = −1

π

∫∫
Ω

ρ(τ)
σ(τ − z − b0)

σ(−b0)σ(τ − z)
dτΩ,

b0−не период, σ(z)−сигма функция Вейерштрасса, построенная на периодах
ω1, ω2 .

Из этих теорем следует, что при a0 = im; m−целое и b0 ∈ Γ1 или
b0 ∈̄ Γ1−пространство, решение задачи (1), (2) бесконечномерное.
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Аннотация. В работе исследуется вопрос об отклонении заданной функ-
ции от ее частичных сумм ряда Фурье и оценка сверху величины откло-
нения равномерных почти-периодических в смысле Бора функций средними
Марцинкевича, в случае, когда показатели Фурье имеют единственную пре-
дельную точку в бесконечности.
Ключевые слова: почти–периодические функции Бора, ряды Фурье,

спектр функции, средние Марцинкевича, наилучшее приближение.

ON THE APPROXIMATION OF ALMOST PERIODIC
FUNCTIONS BY SOME SUMS AND INTEGRALS IN A UNIFORM

METRIC

Talbakov F.M.
Dzhuraev Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Tajikistan

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper investigates the question of the deviation of a given
function from its partial Fourier rad sums and an upper bound for the deviation of
uniform almost-periodic in the sense of Bohr functions by Marcinkiewicz means,
in the case when the Fourier exponents have a single limit point at infinity.
Keywords: almost periodic Bohr functions, Fourier series, spectrum functions,

Martsinkevichs averages, best approximation.

Известно [1], что непрерывная на всей действительной оси функция f(x)

называется равномерной почти-периодической, если для каждого ε > 0 можно
указать такие положительные числа l = l(ε) , что в каждом интервале длины
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l найдется хотя бы одно число τ , для которого

|f(x+ τ)− f(x)| < ε.

Пусть B(R) - пространство всех ограниченных функций f(x) ∈ B с нормой

‖f(x)‖B = sup
x∈R
|f(x)|

и функция f(x) ∈ B имеет ряд вида

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

Akexp(iλkx),

с коэффициентами

Ak = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f(x)exp(−iλkx)dx

где числа {λk} - показатели Фурье, которые имеет единственную предельную
точку в бесконечности, то есть

λk = 0, λ−k = −λk, λk < λk+1, lim
k→∞

λk =∞.

Введем в рассмотрение

Sσ(f ;x) =
∑
|λk|<σ

AkΦσ(λk)exp(iλkx),

где Φσ(t) ∈ R непрерывная и четная функция такая, что Φσ(0) = 1,Φσ(t) = 0

при |t| < σ;

ψσ(u) ∈ R(−∞,∞),

где ψσ(u) = 1
2π

∫∞
−∞Φσ(t)exp(−iut)dt вначале докажем следующее вспомога-

тельное утверждение, имеющее самостоятельный характер.
Лемма 1. ([см. 3]) Если функция f(x) ∈ B , то

Sσ(f ;x) = Uσ(f ;ϕ;x) =
1

2π

∞∫
−∞

f(x+ t)Φσ(t)dt.
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Рассмотрим величину

R(f ;x) = ||Uσ(f ;ϕ;x)− f(x)||B

в которой

Uσ(f ;ϕ;x) =

∞∫
−∞

f(x+ t)Φσ(t)dt,Φσ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ϕσ(u)Km(t)du,

где Km(t) = 4sin(ut)
t , ϕσ(u) - некоторая, абсолютно интегрируемая в интервале

(0;∞) функция при каждом фиксированном σ > 0, и такая, что

∞∫
−∞

|Φσ|(t)dt = 1. (1)

В зависимости от скорости стремления к нулю Eσ(f)(σ →∞) для случаев,
когда

ϕσ(u) = ϕσ,a(u) = {1, |u| ≤ a(0 < a < σ);
σ − |u|
σ − a

, a < |u| < σ; 0, |u| ≥ σ.}, (2)

исследуем поведение величины (1).
Известно,[2] что (см. [2], теорема 1)

∞∫
−∞

|Φσ,a|(t)dt < C
σ + a

σ − a
.

Теорема 1. ([см. 3]) Пусть f(x) ∈ B и функция ϕσ(u) = ϕσ,a(u) опре-
делено соотношением (2). Тогда при любом Λ(0 < Λ < a < σ) имеет место
оценка

R(f ;ϕσ) ≤ C
σ + a

σ − a
EΛ(f)B,

где C - абсолютная константа и

EΛ(f)B = inf
A(λl)
||f(x)−

∑
|λl|≤Λ

A(λl)exp(iλl)||

- величина наилучшего приближения функции f(x) ∈ B тригонометрически-
ми полиномами степени не выше Λ .
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Аннотация. В данной работе предлагается некоторый вариант топо-
логической первичности для колец, совпадающий с понятием первичности
в дискретных кольцах. Далее рассматриваются топологически первичные
идеалы. При этом они всегда содержат все Σ-нильпотентные идеалы. Ока-
зывается, что пересечение всех таких идеалов можно рассматривать как
радикал в классе всех топологических колец, назовём его топологически пер-
вичным радикалом. В статье рассматриваются различные свойства этого
радикала и как он соотносится с другими наднильпотентными радикалами.
Ключевые слова: топологические кольца, радикалы, топологически пер-

вичные кольца.
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Annotation In this paper, topologically prime rings and ideals are defined and
investigated. Every topologically prime ideal always contains the all Σ-nilpotent
ideals. It turns out that the intersection of the all such ideals can be considered as
a radical in the class of all topological rings, say the topologically prime radical.
The article discusses the various properties of this radical and how it relates to
other overnilpotent radicals.

Key words: topological rings, radicals, topologically prime rings

1. Введение

В теории дискретних колец очень большое значение имеет понятие первич-
ного идеала. Каждый первичное не содержит никаких ненулевых нильпотент-
ных идеалов, но существуют топологические первичные кольца, содержащие
Σ-нильпотентные идеалы (топологический аналог нильпотентностных идеа-
лов). Несколько лет назад Александр Васильевич Михалёв предложил автору
рассмотреть какой-нибудь подходящий аналог первичности в топологических
кольцах.

Множество замкнутых первичные идеалы рассматривается в [4]. Пересе-
чение таких идеалов исследуется в [3]. Замкнутые первичные радикалы рас-
сматриваются в различных алгебрах функций. Например, в [14] описываются
некоторые замнутые первичные идеалы кольца ограниченных аналитических
функций.

В данной статье используются следующие соглашения

2. Топологически первичные кольца

Будем говорить, что топологическое кольцо R топологически первично
справа (слева), если для любого ненулевого идеала A кольца R найдется
окрестность нуля V в R такая, что для любого идеала B справедливо, что V
не содержит идеал AB (BA).

Достаточно очевидно, что топологически первичное справа (слева) кольцо
первично.

([7]) Идеал I топологического кольца R называется Σ-нильпотентным иде-
алом, если для любой окрестности нуля V в R найдҷтся такое натуральное
число n , что In ⊂ V .
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Оказывается, что вышеопределҷнное понятие первичного кольца хорошо
согласуется с понятием Σ-нильпотентности.

Лемма. Топологически первичное справа (слева) кольцо не содержит Σ-
нильпотентных идеалов.

Следующее утверждение даҷт представление о том, как характеризуются
топологически первичные кольца.

Предложение 1. Кольцо R топологически первично слева (справа) тогда и
только тогда, когда оно первично и существует окрестность нуля V в R , не
содержащая никакого ненулевого двустороннего идеала.

Итак, как видно из утверждения выше, топологическая первичность слева
и справа совпадают. Назовҷм кольца, описанные в предыдущем предложении
просто топологически первичными.

Очевидно, что всякое топологически первичное кольцо с идеальными
окрестностями дискретно.

3. Пересечение топологически первичных идеалов

Естественно определить топологически первичный идеал, как замкнутый
первичный идеал, фактор по которому c индуцированной топологией обла-
дает окрестностью нуля, не содержащей никакого ненулевого идеала, то есть
является топологически первичным кольцом.

Для топологического кольца R определим идеал >B(R) как пересечение
всех топологически первичных идеалов.

В работе [3] для каждого топологического кольца R определяется топологи-
чески первичный квазирадикал µ(R) как пересечение всех замкнутых идеалов
кольца R . Ясно, что

B(R) ⊇ µ(R)

В статье [?] введено понятие топологического радикала Бэра (одно из опре-
делений L(R) как пересечение всех замкнутых идеалов, не содержащих Σ-
нильпотентных идеалов). Из леммы, доказанной в начале, следует, что

B(R) ⊇ L(R)

В работе [11] определяется топологически примитивное кольцо, как коль-
цо, обладающее точным топологически неприводимым левым модулем (здесь
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и далее все модули левые), то есть модулем без собственных замкнутых под-
модулей, а также топологический радикал Джекобсона, как множество всех
элементов кольца, аннулирующих всякий топологически неприводимый мо-
дуль над этим же кольцом.

Лемма Топологически примитивное кольцо топологически первично.
Следующее утверждение следует из первых двух лемм. Предложение Для

любого топологического кольца выполняется:

>J(R) ⊇ >B(R) ⊇  LR
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УДК 517.9

ИССЛЕДОВАНИЕ И АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ БИОМАССЫ

Тусупбекова Э.Е.
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова

(г. Москва, Россия)
elmira.tussupbekova@gmail.com

Аннотация. Лес - важнейщий компонент биосферы, основной источ-
ник экологической безопасности человека. В лесах содержится около 60-70
процентов всего атмосферного запаса углекислоты. Помимо биологической
пользы леса приносят огромный вклад в развитие экономики многих про-
мышленно развитых стран мира. Основная цель данной работы заключает-
ся в анализе динамической модели для сохранения лесного хозяйства, кото-
рое с каждым годом сокращается из-за вырубки лесов, роста промышленных
предприятий и воздействия климатических факторов. В данной работе воз-
растная структура лесной биомассы рассматривается через деление на мо-
лодые и зрелые популяции и считается, что промышленным предприятиям
нужно держать в определенных пределах вырубку молодых популяций.
Ключевые слова: анализ устойчивости, фазовые портреты, нелинейная

система, динамическая модель.
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STUDY AND ANALYSIS OF A MATHEMATICAL MODEL OF
BIOMASS CONVERSION

Tusupbekova E.E.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. Forest in an important component of biosphere and main source
of ecological safety of a human being. Forests contain about 60-70 percent of
the total atmospheric carbon dioxide. Apart from the biological benefits, forests
bring significant benefits for the development of economy of various industrially
developed countries of the world. In this paper we study and analyse dynamic model
for forestry biomass preservation, which is depleted due to the deforestation, the
growth of the industry and different climatic factors. The age structure of forest
biomass is considered through the division into pre-mature and mature populations.
Restrictions for cutting down pre-mature population are imposed for industries.
Key word: stability analysis, phase portreits, nonlinear system, dynamic model.

Проводится исследование и анализ динамической модели для сохранения
лесного хозяйства, которое истощается из-за вырубки лесов, роста лесной про-
мышленности, климатических факторов. Рассматривается возрастная струк-
тура лесной биомассы через деление на молодые (P) и зрелые (M) популяции.
Для промышленных предприятий (I) накладывается ограничение на вырубку
молодых популяций. В качестве альтернативных ресурсов для промышленных
предприятий вводится модифициованная функция Лесли—Гоуэра, [4]. В рабо-
те изучается система нелинейных дифференциальных уравнений, исследуется
устойчивость решений системы, допускающей линеаризацию в окресности по-
ложений равновесия. Взаимодействие между величинами P, M, I описывается
динамической системой:

dP

dt
= rP

(
1− P

k

)
− βP + γP,

dM

dt
= βP − q1EM − d1M,

dI

dt
=

(
α1 −

α2I

α3 +M

)
I − d2I,
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где P (0) ≥ 0,M(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0 , а r , β , k , γ , q1 , E , d1 , d2 α1 , α2 , α3 -
действительные параметры. Для доказательства положительности и ограни-
ченности решений системы используется Лемма Чена, [3].

В результате анализа изучаемой модели было изображено поле направлений
динамической системы и фазовые портреты в проекции по двум переменным.
В ходе работы были выявлены условия при которых положения равновесия
представляли собой устойчивый узел, неустойчивый узел, устойчивый седло—
узел, неустойчивый седло—узел.
Из анализа литературы мы можем утверждать, что основные предположе-
ния модели Лесли применимы для нашей системы уравнений. Были получены
условия достижения биоэкономического равновесия. В результате численного
моделирования были построены графики, соответствующие полученным в ра-
боте результатам. В ходе работы было проанализировано каждое уравнение
системы по отдельности.
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УДК 517.55

ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Усмонов Н., Шадманов М.У.
Таджикский государственный финансово-экономический университет

(г. Душанбе, Таджикистан)

Аннотация. В работе рассматривается одна смешанная краевая задача
в сингулярном случае. Для неё доказаны теоремы Нётера. Подсчитано чис-
ло линейно назависимых решений однородной краевой задачи и число условий
разрешимости неоднородной краевой задачи.
Ключевые слова: задача Римана, задача Гильберта, кусочно-аналитические
функции, интерполяционный многочлен, разрыв первого рода, интеграл ти-
па Коши, функция, удовлетворяющая условию Гельдера

ABOUT ONE MIXED BOUNDARY PROBLEM OF ANALYTICAL
FUNCTIONS

Usmanov N., Shadmanov M.U.
Tajik State Financial and Economic University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper considers a one mixed boundary value problem in the
singular case. Noether’s theorems are proved. The number of linearly named
solutions of a homogeneous boundary value problem and the number of solvability
conditions for a nonhomogeneous boundary value problem are calculated.
Keywords: Riemann’s problem, Hilbert’s problem, piecewise analytic functions,
interpolation polynomial, discontinuity of the first kind, Cauchy-type integral,
functions satisfying the Hilder condition

Обобщением краевых задач Гильберта и Римана является задача, когда на
одной части контура задаётся краевая задача Римана, а на другой части, за-
дача Гильберта.
Постановка задачи. Пусть L− гладкая простая замкнутая кривая, огра-

ничивающая область D . В ней расположен контур l , состоящий из конечного
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числа замкнутых или разомкнутых кусочно - гладких кривых раздельных,
или имеющих любое конечное число точек пересечения. Требуются функции
φ(t), кусочно - аналитическую в D , удовлетворяющую на контуре краевому
условию:

Re
[ ϕ(t)

a+ ib

]
= c(s) на L (L)

φ+[α(t)] =

∏µ
k=1 (t− ξk)mk∏ν
j=1 (t− ηj)pj

A1(t)φ
−(t) + g(t) (R)

Для приведения задачи со сдвигом к обыкновенной задачи Римана доста-
точно произвести конформное взаимно однозначное отображение области D± .

Полагая в задачу (R):

ϕ−(z) =
ν∏
j=1

(z − ηi)z−pϕ−1 (z) (1)

имеем:

ϕ+[α(z)] =

µ∏
k=

(t− ξk)mkt−pA1(t)ϕ
−
1 (t) + g(t) (2)

Требуем, что g(t) в окрестности ξk было дифференцируемо достаточное
число раз. Построим многочлен T (t) так чтобы он удовлетворял условию:

T (i)(ξk) = g(i) (i = 0, 1, 2, · · · , mk − 1, k = 1, 2, · · · , µ) (3)

Из равенства (2) и (3) имеем:

ϕ+[α(t)]− T (t) =

µ∏
k=1

(t− ξk)mk · t−pA1(t)ϕ
−
1 (t) + g(t)− T (t),

ϕ+[α(t)]− T (t)
µ∏
k=1

(t− ξk)mk

= A2(t)ϕ
−
1 (t) + g(t),

или
ϕ+[α(t)] = A2(t)ϕ

−
1 (t) + g(t), (4)

где

ϕ+
1 [α(t)] =

ϕ+[α(t)]− T (t)
µ∏
k=1

(t− ξk)mk

g(t)− T (t) =

µ∏
k=1

(t− ξk)mkg1(t),
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Между задачей со сдвигом и обыкновенной задачи Римана существует пря-
мая связь. Для этого нужно ввести конформное взаимно однозначное отоб-
ражение областей D± на области D±1 так чтобы точки t и α(t) контура L

перешли в одну и тоже точку нового контура L1 . Поле путем замены пере-
менных можно свести задачу со сдвигом к обыкновенной задаче Римана.

Сначала рассмотрим вспомогательную задачу:

ω+[α(t)]− ω−(t) = 0. (5)

Определив отсюда ω−(t) , а из краевого условия (5) ω+(t) = ω[β(t)] , по
формуле Коши получим искомые функции ω±(z) .

Пусть ω−(z) имеет на бесконечности простой полюс H3

ω−(z) = z + c0 +
c

z
+

c

z2
+ · · · . (6)

Составим интегральное уравнение данной задачи:

ω−(z)− 1

2πi

∫
L

[ α′(τ)

α(τ)− α(t)
− 1

τ − t

]
ω−(τ)dτ (7)

Пусть δ(t)−функция, обратная ω−(t) (ω−[δ(t)] ≡ t) .
Заменяя в (5) t на δ(t), имеем:

ω+{α[ω(δ(t))]} ≡ t. (8)

Вводим функции

ϕ+
2 (z) = ϕ+

1 (z)[ω+(z)], ϕ−2 (z) = ϕ−1 (z)[ω−(z)],

В новых функциях краевое условие принимает вид:

ϕ+
2 {ω+[α(t)]} = A2(t)ϕ

−
2 [ω−(t)] + g1(t)

Заменяя t = δ(t1), будем иметь:

ϕ+
2 {ω+[α(δ(t1))]} = A2(t)[δ(t1)]ϕ

−
2 (t) + g[δ(t1)].

Учитывая равенство (8), имеем:

ϕ+
2 (t) = A2(t)ϕ

−
2 (t) + g2(t).
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Итак, краевую задачу со сдвигом привели к обычной задаче Римана.
Рассматриваемая краевая задача решается путём комбинирования методов

задачи Римана и Гильберта.
Особенности постановки задачи заключается в следующем:
1) Краевому условию задачи (H) должна удовлетворять кусочно- аналити-

ческая функция с линией скачков l .
2) Кусочно - аналитическая функция, которая удовлетворяет краевой задаче

(R) , определяется не во всей плоскости, а только в области D .
При обычной постановке задач эти множители являются постоянными;

здесь они будут, функциями их подбор делает возможным удовлетворять обо-
им краевым условиям задач (R) и (H) .

Теперь займёмся отысканием решения.
Рассмотрим простейший случай, когда a+ ib и G равны единице:

Re[ϕ2(t)] = c(s), (H1)

ϕ+
2 (t)− ϕ−2 (t) = g2(t) (R1)

Краевому условию (R1) удовлетворяет интеграл типа Коши:

ϕ2(z) =
1

2πi

∫
L

g2(τ)

τ − z
dτ. (9)

Если в ϕ2(t) , добавить произвольную аналитическую функцию ϕ4(t) , то

ϕ2(t) = ϕ3(z) + ϕ4(z) (10)

будет удовлетворять задаче (R1) . Подберем ϕ4(z) , так, чтобы она удовлетво-
рял и условию (H1) .

Подставляя (10) в (H1) , для определения ϕ4(z) будем получать краевое
условие задачи Шварца:

Re [ϕ4 (t)] = c (s)−Re [ϕ3 (t)] (11)

Решая еёкак в [1] стр. 265, и поставляя решение в (10), получим решение
задачи, (H1) и (R1) . Оно будет содержать произвольную чисто мнимую по-
стоянную.

Теория краевой задачи Гильберта и Римана позволяет привести краевое
условие (H) и (R) к виду (H ′) , (R′) .
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Для краевой задачи Гильберта это делается делением на регуляризующий
множитель, для задачи Римана представлением коэффициента в виде отно-
шения краевых значений канонической функции χ+(t)

χ−(t) . После этих преобразо-
ваний краевое условие содержит искомую функцию с различными аналитиче-
скими множителями.

Пусть H = JndL(a+ ib) , R - индекс по задаче (R) . В качестве исключитель-
ной точки берём точку z0 , точка z0 должна лежать в области, где определена
κ+(z) .

Разделим краевое условие (H) на p(s)− регуляризующий множитель функ-
ции a+ ib и в (R) , полагаяA2 = κ+(t)

κ−(t) , имеем

Re[
ϕ1(t)

(t− z0)
κ
H·liy(t)

] =
c(s)

p(s)
, (H2)

ϕ+
2 (t)

χ+(t)
− ϕ−1 (t)

χ−(t)
=

g1(t)

χ+(t)
, (R2)

При уравнении искомых фикций в (H∗2) , (R∗2) множитель (t− z0)
κH l−iγ(t)

можно внести в краевое условие (R2) , но функцию 1
χ+(t) можно будет внести

внутрь краевого условия (H2) , очевидно, тогда и только тогда, если χ(z) будет
принимать на контуре Lчисто действительные значения.

Решаем вспомогательную задачу:
Найти функцию χ(z) , обладающую в области D всеми свойствами канони-

ческой функции задачи (R) и удовлетворяющую дополнительному условию:

Jmχ(t) = 0 на L. (12)

Пусть Z(z)− каноническая функция обычной краевой задачи Римана с кра-
евым условием (R) .

Будем искать функцию χ(z) в виде произведения Z(z) на некоторую функ-
цию, аналитическую в области D и обращающуюся там в нуль. Такую функ-
цию представим в виде eiψ(z)

χ(z) = Z(z) · eiψ(z) (13)

Подберём ψ(z) так, чтобы выполнялось условие (2):

Jm[z(t)eiψ(t)] = 0.
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Для того чтобы выполнялось это условия необходимо и достаточно, чтобы

arg[z(t)eiψ(t)] = 0.

Это равенство означает, что JmLn[z(t)eiψ(t)] = 0, то есть

Reψ(t) = −JmLnz(t)

Для определения ψ(t) получили задачу Шварца.
Подбирая в решение чисто мнимую произвольную постоянную, найдём ре-

шение поставленной задачи. В этом случае краевое условие (H) , (R) прини-
мает вид:

Re[
eiγ(t)ϕ1(t)

(t− z0)
κHχ+(t)

] =
c(s)

p(s)χ+(t)
на L (H3)

eiγ(t)ϕ+
1 (t)

(t− z0)
κHχ+(t)

− eiγ(t)ϕ−1 (t)

(t− z0)
κH − (t)

=
eiγ(t)g1(t)

(t− z0)
κHχ+(t)

. на L (R3)

Искомая функция eiγ(z)ϕ+
1 (z)

(t−z0)
κHχ+(z)

в исключительной точке z0 имела порядок
не ниже κH + κR .

Подставляя исследование, приходим к выводу: разрешимость исходной за-
дачи равносильно разрешимости (H3) , (R3) так как исходной задачи (H3) ,
(R3) однозначно обратимых.

1) Пусть κ = κH + κR ≥ 0 .
В этом случае задача (H3) есть задача А.[1 ]см. 269.
Пусть ω(z) , такая функция, отображающая конформно область D на еди-

ничный круг и точку z0 переводит в начала координат. В этом случае:

a(z) = iβ0 +
κ∑
k=0

{ck[ω(z)]k − c̄k[ω(z)]−k},

будет решением задачи A0 для области D . [1] см. стр. 269.
Пусть

ϕ2(z) =
1

2πi

∫
L

e−iγ(τ)g(τ)

(t− z0)
κHχ+(τ)

dτ

τ − z

частное решение задаче о скачке (R3) , S− оператор Шварца для области D ,
и

ψ(z) = S
( c

pχ+
−Reϕ2

)
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Используя рассуждения [1] стр. 553, получим решение задачи

ϕ2(z) = (z − z0)
κχ(z)eiγ(z)[ϕ3(z)ψ(z)Qκ(Z)].

Так как последнее выражение содержит общее решение однородной зада-
чи (H3) , поэтому оно является общим решением задачи (H3) ,. Задача (R3)

в решении допускает большой произвол. Она содержит многочлен степени
κ относительно 1

z−z0
. От решения будем требовать, что оно удовлетворяет и

условию (H3) . От этого требование выполняет, что коэффициент при нулевой
степени многочлена должен быть чисто мнимым. Решение данной задачи со-
держит 2κ + 1−произвольных постоянных. 2) Пусть κ = κH + κR < 0 . В
данном случае Q(z) ≡ 0 и требуем, чтобы функция ϕ2(z) + ψ(z) в точке z0

имел нуль порядка |κ| то есть для решения задачи требуется |κ| комплексные
условия.
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Аннотация: В работе найдена наилучшая весовая квадратурная формула
вычисления криволинейных интегралов для классов функций с ограниченны-
ми вариациями.
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THE BEST WEIGHT QUADRATURE FORMULA FOR
APPROXIMATE CALCULATION OF CURVILINEAR INTEGRALS

Fayzmamadova L.G.
Tajik State University of Commerce

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. In the paper considers the issue of optimizing the approximate
calculation of a curvilinear integral with a weight of the first kind various classes
of functions defined on a given curve, along which the curvilinear integral is
calculated.
Key words: quadratic formula, error, coefficients of vectors and nodus

В работе рассматривается вопрос приближённого вычисления криволиней-
ных интегралов первого рода для классов функций с ограниченной вариаций,
определенных на заданной кривой Γ , по которой вычисляется криволинейный
интеграл. Здесь мы продолжем исследование в этом направлении и для неко-
торых классов функций и классов кривых находим наилучшую квадратурную
формулу. Следуя указанным работам, введем в рассмотрение квадратурную
формулу

J (q; f ; Γ) =

∫
Γ

q(M)f(M)ds ≈
N∑
k=1

Akf(Mk), (1)

где весовая функция q(M) ≥ 0 на Γ — произвольная спрямляемая кривая с
конечной длиной L, кривизна которой кусочно-непрерывна, а f(M) = f(x, y)

– произвольная непрерывная на Γ функция.
Предположим, что кривая Γ задана параметрическими уравнениями x =

x(s), y = y(s) (0 ≤ s ≤ L) и функция q(x(s), y(s)) ≥ 0, 0 ≤ s ≤ L. Обозначая
тогда через sk ∈ [0, L] (k = 1, 2, . . . , N) значения длины дуги s кривой Γ,

которые соответствуют точкам Mk ∈ Γ, перепишем квадратурную формулу
(1) в следующем виде

L∫
0

q(x(s), y(s))f(x(s), y(s))ds =
N∑
k=1

Akf(x(sk), y(sk)) +RN(q, f ; Γ). (2)
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Будем предполагать, что квадратурная формула (2) является точной для по-
стоянной функции f(x(s), y(s)) = C = const. Тогда очевидно выполняется
условие

L∫
0

q(x(s), y(s))ds =
N∑
k=1

Ak. (3)

Пусть V (L;M) — класс заданных на отрезке [0, L] функций

F (s) := f(x(s), y(s)),

полная вариация которых на отрезке [0, L] не превосходит числа M :

L∨
0

(F ) =
L∨
0

(f) ≤M.

для класса функции V (L,M) требуется найти величину

EN = (q;V (L,M), nQ(L)) = inf{RN(q;V (L,M)nQ(L);A, S; (A, S) ∈ A} (4)

и указать векторы коэффициентов и узлов (A0, S0), реализующих точную
нижнюю грань в (4).

Основным результатом является
Теорема 1. Среди всех квадратурных формул вида (2) наилучшей для

классов функций V (L,M) и кривых NQ(L) является формула, у которой
векторы узлов и коэффициентов (A0, S0) определяются по весовой функции
q(x(s), y(s)) из соотношения

2

s0
1∫

0

q(x(s), y(s))ds =

s0
2∫

s0
1

q(x(s), y(s))ds = · · ·

· · · =
s0
N∫

sN−1

q(x(s), y(s))ds = 2

L∫
s0
N

q(x(s), y(s))ds = β(S0), (5)

A0
k = β(S0), k = 1, N. (6)

При этом для погрешности наилучшей формулы на указанных классах
функций и кривых справедлива оценка
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EN(V (L,M),NQ(L)) =
M

2
β(S0).
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Аннотация. В этой статье исследовано уравнение теплопроводности с
нулевым начальным и краевым условиями, нагруженным свободным членом
и с дополнительными условиями с применением линейных систем алгеб-
раическим уравнением (л.а.с). Существование и единственность решение
уравнения теплопроводности с нулевым начальным и краевым условиями
зависит от существования и единственности решения линейных систем
алгебраических уравнений.
Ключевые слова: исследование уравнения, нагрузка, дополнительные
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RESEARCH HEAT CONDUCTIVITY EQUATION WITH ZERO
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Abstract. In this article, the heat equation with zero initial and boundary
conditions, loaded free term and with additional conditions using linear systems
of algebraic equations (l.a.s.) is investigated. The existence and uniqueness of the
solution of the heat equation with zero initial and boundary conditions depends on
the existence and uniqueness solutions of linear systems of algebraic equations.
Key words: Study equation, load, additional conditions, initial and boundary

conditions, thermal conductivity

Рассмотрим уравнение теплопроводности:

ut = a2uxx + f(x, t)+, 0 < x <∞, t > 0, (i = 1, 2, . . . ,m) (1)

С нулевым начальным и краевым условием:

u(0, t) = 0 (2)

и с дополнительным условием
∞∫

0

m∫
0

ϕi(x, t)ui(x, t)dxdt = pi, (i = 1, 2, . . . ,m) (3)

где u(x, t) , f(x, t) непрерывные, ϕi(x, t) – известные функции,
∑n

k=1 αkθ
i
k(x, t)

–нагрузка на свободный член. Решение неоднородного уравнения (1) с нуле-
вым начальным и граничным условием дается с формулой

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
0

t∫
0

1√
a2(t− τ)

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) − e−
(x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
·

·

[
f(ξ, τ) +

n∑
k=1

αkθ
i
k(ξ, τ)

]
dξdτ

или

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
0

t∫
0

1√
a2(t− τ)

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) − e−
(x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ)dξdτ+

+
1

2
√
π

∞∫
0

t∫
0

1√
a2(t− τ)

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) − e−
(x+ξ)2

4a2(t−τ)

] n∑
k=1

αkθ
i
k(ξ, τ)dξdτ, (4)
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После вычисления интеграла (4) получаем

u(x, t) =
1

2
√
πa
w(x/t) +

1

2
√
πa

n∑
k=1

αkφ
i
k(x, t), (i = 1, 2, . . . ,m) (5)

В решение уравнения подставляем дополнительное условие (3) и получаем
линейную систему алгебраических уравнений (л.а.с). Исследуем систему ал-
гебраических уравнений

∞∫
0

m∫
0

ϕi(x, t)ui(x, t)dxdt =
1

2
√
πa

∞∫
0

m∫
0

ϕi(x, t)w(x, t)dxdt+

+
1

2
√
πa

∞∫
0

m∫
0

ϕi(x, t)
n∑
k=1

αkφ
i
k(x, t)dxdt = pi

n∑
k=1

aikαk = bi, (i = 1, 2, . . . ,m) (6)

где

αkaik =

∞∫
0

m∫
0

ϕi(x, t)
n∑
k=1

αkφ
i
k(x, t)dxdt, bi =

∞∫
k=1

m∫
0

ϕi(x, t)w(x, t)dxdt

Если функции ϕi(x, t) , w(x, t) ортогональные функции, то
∞∫

k=1

m∫
0

ϕi(x, t)w(x, t)dxdt = 0

и получаем систему однородного линейного уравнения
n∑
k=1

aikαk = 0, (i = 1, 2, . . . ,m) (7)

Имеет три случае для системы (6): 1)m = n , 2)m > n , 3)m < n .
Теорема 1. Пусть дано уравнение теплопроводности (1) с нулевым на-

чальным и граничным условиями (2).
1) Если в линейной алгебраической системе (6) m = n и ∆α 6= 0, то

уравнение (1) имеет единственное решение в противном случае уравнение
не имеет решения.

2) Если в линейной алгебраической системе (7) ∆α = 0 то уравнение (1)
имеет единственное решение, в противном случае не имеет решения.
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Аннотация. В данной статье рассмотрено исследование краевой задачи
для уравнения эллиптического типа нагруженным свободным членом и с до-
полнительными условиями с использованием зависимости существование и
единственность решение краевых задачи для уравнений эллиптического ти-
па приводит к существованию и единственности решения линейно алгебра-
ических систем однородных либо неоднородных.
Ключевые слова: краевые задачи, линейные системы уравнений эллип-

тического типа, однородные и неоднородные, нагруженное, дополнительное
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Abstract. This article considers the study of boundary value problems for an
elliptic type equation with a loaded free term and with additional conditions using
the existence and uniqueness dependence.

Key words: boundary value problems, linear systems of equations, elliptic type,
homogeneous and inhomogeneous, loaded, additional condition.

Дифференциальные уравнения второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными нагруженными свободных член.

A
∂2u

∂x2
+2B

∂2u

∂x∂y
+C

∂2u

∂y2
+D

τu

∂x
+E

∂u

∂y
+Fu = f(x, y)+

n∑
k=1

αkθ
i
k, (x, y), (i = 1,m)

(1)

Классифицируются по виду так называемых характеристик т.е. интегралов
двух обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

Ady − (B ±
√
B2 − AC)dx = 0 (2)

если B2 − AC отрицательный (характеристики комплексные), то уравнение
будет эллиптического типа.

Используя интегралы уравнение характеристик общее уравнение (1) заме-
ной независимых переменный можно привести к простейший (канонической)
форме. Уравнение эллиптического типа в канонической форме имеет вид.

∆u+ a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
+ Cu+ = f̄(x, y) +

n∑
k=1

αkθ̄
i
k, (x, y), (i = 1,m) (3)

где ∆ оператор Лапласа: a, b, cf̄ , θ̄ известные функции от (x, y) ,которые будем
считать непрерывно дифференцируемыми в рассматриваемой области, вклю-
чая границу.

Краевые условие
u = ψ(S) (4)

Дополнительное условие:∫ ∫
D

ϕi(x, y) · u(x, y), (i = 1,m) (5)

Простейшим уравнением эллиптического типа является уравнение Лапласа
(a = b = c = f̄ = θ̄ = 0) .
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Характерной чертой уравнений эллиптического типа ,существенно отлича-
ющей их от уравнений других типов, являются то, что их решения полностью
определяются заданием одного краевого условия. Простейшим из таких зада-
ний является задание на контуре значений самой функции или ее нормальной
производной ,что и составляет содержание классических краевых задач, назы-
ваемых обыкновенно ,так же как и для уравнении Лапласа, первой и второй
краевыми задачами или задачей Дирихли и задачей Неймана.

К классическим принадлежит также задачи отыскания решения уравне-
ния по заданной на контуре линейной комбинации функции и ее нормальной
производной смещенная задачи. для современных исследованный характерно
постановки краевых задачи общего вида, таких как задачи Гилберта, И.Н.
Векуа, Д.И. Шермана и другие.

Классических метод решение:
Задача Дирихле: Определит функцию имеющую в области D,ограниченной

простыми гладким замкнутым контуром, непрерывные производные до вто-
рого порядка, непрерывную на контуре и удовлетворяющего дифференциаль-
ному уравнению эллиптического типа (3) и краевым условием (4). Аппаратом
для решения задачи служит функция Грина для уравнения Лапласа, кото-
рой нам известно. на основу кладется следующий факт. Решением уравнение
Пуассона с нагруженное свободным членам

∆u = f(x, y) +
n∑
k=1

αkθ
i
k, (x, y), (i = 1,m) (6)

Обращающимся на контуре области в нуль ,является функция

u(x, y) = − 1

2π

∫ ∫
D

G(x, y, ξ, η)

(
f(x, y) +

n∑
k=1

αkθ
i
k, (x, y),

)
dξdη (7)

Для того чтобы получит решение уравнения (6) обращающееся на конту-
ре в заданной функция достаточно к решению (7) прибавит гармоническую
функцию удовлетворяющую краевыми условию (4).так как решение этой за-
дачи хорошо известно, то мы можем считать, что такая функция уже най-
денаФормула (7) дает возможность привести краевые задачи (6) к интегро-
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дифференциальному уравнению. Записав уравнение в форме:

∆u = −a∂u
∂x
− b∂u

∂y
− cu+ f̄(x, y) +

n∑
k=1

αkθ̄
i
k, (x, y), (i = 1,m)

На основание формула (7) будем иметь:

u(x, y) =
1

2π

∫ ∫
D

G(x, y, ξ, η)×

×
(
a(ξ, η)

∂u

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂u

∂η
+ c(ξ, η)

∂u

∂η
u− ϕ(ξ, η)

)
dξdη + u(x, y).

u(x, y) =
1

2π

∫ ∫
D

G(x, y, ξ, η)×

×

(
a(ξ, η)

∂u

∂ξ
+ b(ξ, η)

∂u

∂η
+ c(ξ, η)u− f̄(ξ, η) +

n∑
k=1

αkθ̄(ξ, η)

)
dξdη + v(x, y).

Интегрируя по частям и учитывая, что в силу свойств функции Грина на
контуре G = 0 ) проинтегрированные части обращают в нуль придем к инте-
гральному уравнению.

u(x, y) =
1

2π

∫ ∫
D

(
G(x, y, ξ, η)c− ∂(aG)

∂ξ
− ∂(bG)

∂η

)
udξdη+

+
1

2π

∫ ∫
D

G(x, y, ξ, µ)

(
f̄(ξ, η) +

n∑
k=1

αkθ̄(ξ, η)

)
dξdη + v(x, y).

После решение интегрального уравнение, его решение подставим в дополни-
тельным условие (5) и получаем линейно алгебраические система (л.а.с) урав-
нений.

n∑
k=1

αikαk, (i = 1,m), (8)

Если функции ϕi(x, y) = pi и ui(x, y) ортогональное функции то мы получаем
однородные линейные систем уравнений.

n∑
k=1

αikαk = 0, (i = 1,m), (9)
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Для систем уравнений (8) имеет три случае:

1)m = n, 2)m < n, 3)m > n.

где n− число неизвестных система уравнений, m− число уравнений в система
уравнений.
Теорема 1. Теорема. Пусть дано уравнение (3) с краевым условиями (4).
1).Если в линейных систем алгебраическом уравнение (л.а.с) число неиз-

вестных равно число уравнений т.е m = n то при ∆α 6= 0 уравнение (3) с
краевым условиям (4) имеет решение и он единственное.

2).Если m < n и ранг основной матрица равно ранг расширенного матрица
то уравнение (3) с краевым условиям (4) имеет решение.

3).Если m > n ,то уравнение (3) с краевым условиям (4) не имеет решение.
4).Если в однородном системе (9) ∆α = 0 ,то уравнение (3) с краевым усло-

виям (4) имеет единственные решение, при однородная система уравнений
имеет нулевые решение уравнение с нагруженным свободных член возвраща-
ется обычным уравнениям.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЛАЗМЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ МЕТОДОМ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ
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Аннотация. Для моделирования нерелятивистских колебаний холодной
плазмы предложена модификация известной схемы Русанова, имеющей тре-
тий порядок точности. Ранее для подобных расчетов в эйлеровых перемен-
ных были известны только схемы первого и второго порядков точности.
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Для тестовой задачи с гладким решением проведено исследование погреш-
ностей построенной схемы, а также — сравнение с погрешностями схемы
Мак-Кормака. Для задачи о свободных плазменных колебаниях, инициирован-
ных коротким мощным лазерным импульсом, приведены результаты чис-
ленных экспериментов по сохранению энергии и дополнительной функции
для обеих схем, а также — по точности электронной плотности в центре
области. Сделан вывод о теоретическом превосходстве схемы Русанова, хо-
тя для практических вычислений более приспособлена схема Мак-Кормака.
В первую очередь это касается расчетов

”
долгоживущих“ процессов и ко-

лебаний холодной плазмы, близких к реальным. Теоретическое исследование
аппроксимации и устойчивости вместе с экспериментальным наблюдени-
ем за количественными характеристиками погрешности для наиболее чув-
ствительных величин существенно повышает достоверность вычислений.
Ключевые слова: численное моделирование, плазменные колебания, схе-

мы Русанова и Мак-Кормака, порядок точности разностной схемы, законы
сохранения, гиперболические системы уравнений

MODELING OF PLASMA OSCILLATIONS BY THE METHOD OF
THE THIRD ORDER OF ACCURACY

Chizhonkov E.V.
Lomonosov Moscow State University

(Moscow, RF)

Abstract. To simulate non-relativistic oscillations of cold plasma, a modification
of the well–known Rusanov scheme with a third order of accuracy is proposed.
Previously, only schemes of the first and second orders of accuracy were known
for such calculations in Eulerian variables. For a test problem with a smooth
solution, a study of the errors of the constructed scheme was carried out, as well
as — comparison with the errors of the McCormack scheme. For the problem
of free plasma oscillations initiated by a short powerful laser pulse, the results
of numerical experiments on energy conservation and an additional function
for both schemes, as well as on the accuracy of the electron density in the
center of the region are presented. The conclusion is made about the theoretical
superiority of the Rusanov scheme, although the McCormack scheme is more
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adapted for practical calculations. First of all, this concerns calculations of "long-
lived"processes and cold plasma oscillations close to real ones. Theoretical study of
approximation and stability together with experimental observation of quantitative
characteristics errors for the most sensitive values significantly increases the
reliability of calculations.

Keywords: numerical modeling, plasma oscillations, Rusanov and McCormack
schemes, the order of accuracy of the difference scheme, conservation laws,
hyperbolic systems of equations

При расчетах гиперболических законов сохранения порядок точности мето-
да играет важную роль [1]. Сфокусируем внимание на схемах сквозного сче-
та, которые допускают естественное обобщение на задачи пространственной
размерности более единицы. Традиционными требованиями к таким схемам
является монотонность в окрестности разрыва решения и порядок аппрок-
симации выше первого на гладкой части решения. Это привело к тому, что
точное или приближенное решение классической задачи Римана (задачи Ко-
ши с кусочно постоянными начальными данными) для дивергентной формы
уравнений является основой большинства современных алгоритмов численно-
го решения для соответствующих постановок задач [1]. Следует отметить, что
в задачах, связанных с плазменными колебаниями, постановка классической
задачи Римана не имеет никакого физического смысла, так как начальная
разрывная функция электрического поля уже означает бесконечную концен-
трацию заряда в точках разрыва. Подобная ситуация обозначается термином

”
опрокидывание“ (см. [2], стр.12–15). Иными словами, схемы сквозного счета,
предложенные изначально для гиперболических законов сохранения в дивер-
гентной форме, требуют специальных модификаций при использовании их
для расчетов плазменных колебаний, так как в этом случае часть уравнений
имеет дивергентную форму, а часть — нет. Более того, само решение уравне-
ний с частными производными, характеризующими, например, простейшую
гидродинамическую модель холодной плазмы, имеет следующую специфику:
стартуя с гладких начальных данных, оно либо остается глобально гладким
во времени и пространстве, либо на конечном промежутке времени приходит
к градиентной катастрофе, т.е. когда само решение остается ограниченным, а
его пространственные производные (градиенты) становятся сингулярными.
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Обозначим актуальность развития схем сквозного счета для подобных по-
становок. Они напрямую связаны с приложением результатов, удостоенных
Нобелевской премии по физике 2018 года. Приведем следующие примеры
практически важных задач этой тематики: лазерное ускорение электронов и
ионов, быстрое зажигание термоядерного синтеза, ядерные реакции в луче ла-
зера, синхротронное и субмиллиметровое излучение и пр. Основным методом
их исследования является численное моделирование; поэтому необходимым
является разработка и обоснование соответствующих алгоритмов для систем
дифференциальных уравнений, составляющих рабочую математическую мо-
дель. Численному моделированию колебаний в холодной плазме, а также —
кильватерных волн, возбуждаемых коротким мощным лазерным импульсом,
посвящена монография [2].

Ранее предложены соответствующие модификации классических схем вто-
рого порядка точности: Мак-Кормака и Лакса – Вендрофа. При этом было
показано, что первая из них имеет несомненные практические преимущества
перед второй, хотя в теоретических аспектах они весьма схожи. В настоящей
работе рассматривается модификация на случай расчета плазменных колеба-
ний схемы В.В. Русанова третьего порядка точности [3]. Сама идея модифика-
ции проста: схема Русанова, в силу ориентации на расчет разрывных решений,
излагается в терминах конечных разностей (а не аппроксимаций производ-
ных!); каждая разность представляет собой по определению интеграл либо
может быть представлена в виде суммы интегралов от функций, входящих в
уравнения недивергентной формы; поэтому для замены

”
разности–интеграла“

надо использовать квадратурную формулу с подходящей оценкой погрешно-
сти. Для схем второго порядка точности можно было ограничиться квадра-
турной формулой прямоугольников с узлом в центральной точке, для схемы
Русанова этого недостаточно, здесь требуется формула парабол (Симпсона).

Работа имеет следующую структуру. Сначала приведена простейшая (плос-
кая пространственно одномерная) система уравнений, описывающая колеба-
ния холодной плазмы в эйлеровых переменных. В рассматриваемом случае она
имеет гиперболический тип, однако ее форма записи имеет как дивергентное
уравнение, так и недивергентное. Затем указаны аналитические свойства ре-
шения дифференциальной задачи: теорема существования и единственности,
законы сохранения, нечетность решения при нечетности начальных данных,
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формула электронной плотности на оси симметрии области. Далее приведе-
на модификация классической схемы Русанова третьего порядка точности.
Наконец в самой объемной части приведены результаты расчетов. Сначала
они иллюстрируют порядок точности схемы Русанова на гладком специально
сконструированном решении неоднородной задачи; для сравнения приводятся
аналогичные расчеты по схеме Мак-Кормака [4]. Затем демонстируется при-
менение схемы Русанова на расчете плазменных колебаний, инициированных
коротким мощным лазерным импульсом, что также сопровождается сравне-
нием с результатами схемы Мак-Кормака.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках
реализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной
математики по соглашению №075-15-2019-1621.
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Аннотация. В работе дано явное решение краевой задачи Гильберта в
сингулярном случае. Показано влияние нулей и полюсов в характер разреши-
мости задачи.
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THE HILBERT BOUNDARY PROBLEM IN A SINGULAR CASE

Shadmanov M.U.
Tajik State Financial and Economic University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper gives an explicit solution to the Hilbert boundary value
problem in the singular case. The influence of zeros and poles on the nature of the
solvability of the problem is shown.
Keywords: analytical function, shift function, discontinuity of the first kind,

interpolation polynomial

Пусть простой гладкий замкнутый контур - L, разграничивает плоскость
комплексного переменного на внутреннюю область D+ и внешнюю D− . Кро-
ме того, на контуре L заданы функции точки контура a1(t), G(t) ∈ H(L) , и
функция сдвига α(t) , отображающая контур L , взаимно однозначно на себя
с сохранением направления, имеющая производную α′(t) ∈ H(L), α′(t) 6= 0 .
Требуется найти функцию ϕ+(z) , аналитическую в области D+ , удовлетво-
ряющую на L краевое условие

ϕ+[α(t)] =

∏J
r=1 (t− τr)dr∏N
n=1 (t− ξn)sn

a1(t)ϕ+(t) + C(t), (1)

где α(t) сохраняет направленне обхода и подчиняется условию α[α(t)] ≡ t .
Предполагаем, что α(t) не обращается тождественно в t , где τr, ξn различные
точки контура, dr, Sn− целые положительные вещественные числа.

I∑
r=1

dr = d,
N∑
n=1

Sn = S, a1(t) 6= 0, æ = Inda1(t).

Потребуем, что c(t) в окрестности t = ττ была дифференцируема достаточное
число раз. Построим многочлен T(t) , так чтобы он удовлетворял условию:

C(u) (τr) = T (u) (τr) (r = 1, 2, . . . , I, u = 0, 1, . . . , dr−1) . (2)

187



Из равенств (2) и (1) имеем:

ϕ+[α(t)]− T (t) =

∏I
τ−1

(t− τr)dr∏N
n=1 (t− ξn)sn

a1(t)ϕ+(t) + c(t)− T (t),

или

ϕ+[α(t)]− T (t) =

∏I
r=1 (t− τr)dr∏N
n=1 (t− ξn)sn

a1(t)ϕ+(t) +
I∏
r=1

(t− τr)dr c1(t)

Разделив полученное граничное условие на
∏I

τ=1 (t− τr)dr , получим:

ϕ+[α(t)]− T (t)∏I
r=1 (t− τr)dr

=
a1(t)∏N

n=1 (t− ξn)Sn
ϕ+(t) + c1(t).

Отсюда имеем

ϕ+
1 [α(t)] =

a1(t)∏N
n=1 (t− ξn)sn

ϕ+(t) + c1(t) (3)

Из краевому условию (3), функцию ϕ+(t) можно записать в виде

ϕ+(z) =
N∏
n=1

(z − ξn)sn ϕ+
1 (z) (4)

Подставляя значения равенства (4) в равенство (3), получпм следующее ра-
венство

ϕ+
1 [α(t)] = a1(t)ϕ

+
1 (t) + c1(t) (5)

Лемма 5. Общим решением задачи

ϕ+[α(t)]± ϕ+(t) = 0 (6)

является произвольная постоянная и действительная при нижем знаке
чисто мнимая - при верхнем.

В самом деле, ∓ϕ+(t) можно рассматривать как краевое значенне анали-
тических в D−функций ψ−(z) = ±ϕ+

(
1
z

)
.

Следовательно, необходимо рассматривать задачу

a1[α(t)]a1(t) = 1, a1[α(t)]g(t) + g[α(t)] = 0 (7)
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без дополнительного условия обращения на бесконечности в нуль. Отсю-
да следует результат вышеуказанной леммы. Рассмотрим задачу с заданным
скачком

ϕ+[α(t)]− ϕ+(t) = c1(t). (8)

В этом случае, первое из условий разрешимости (7) обратится в тождество,
а второе, даст необходимое условие разрешимости задачи (8):

c1[α(t)] + c(t) = 0 (9)

Покажем, что оно является также и достаточным. Будем искать решение в
виде интеграла типа Коши

ϕ(z) =
1

2πi

∫
L

ρ[α(τ)]

τ − z
dτ, (10)

плотность которого удовлетворяет условию

ρ[α(t)] + ρ(t) = 0 (11)

Переходя по формулам Сохоцкого в (10), к предельным значениям на кон-
туре и учитывая (11), придем от (9), к интегральному уравнению

Tρ ≡ ρ+
1

2πi

∫
L

[
α′(τ)τ ′(σ)

ε(τ)− α(t)
− τ ′(σ)

τ̄ − t̄

]
ρ(τ)dτ = c1(t) (12)

Ядро уравнения можно представить в виде

τ ′(σ)

[
α′(τ)

α(τ)− α(t)
− 1

τ − t

]
+

[
τ ′(σ)

τ − t
− τ ′(σ)

τ̄ − t̄

]
(13)

На единичной окружности τ = eiσ, τ ′ = iτ, τ̄ = 1
τ , t̄ = 1

t , поэтому второе
слагаемое есть постоянное, равное i , уравнение (12) есть Фредгольмово.
Доказывается, что однородное уравненне, соответствующее (12), неразреши-
мо и, следовательно, неоднородное выражение (12) разрешимо, безусловно и
однозначно. Далее устанавливается, что все решеншя удовлетворяют условию
(11). Отсюда, с учетом Леммы, получим следующую теорему:
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Теорема 5. Общее решение задачи даётся формулой

ϕ(z) =
1

2πi

∫
L

ρ[α(τ)]

τ − z
dτ + a0,

где ρ(τ) - есть решение интегрального уравнения

τρ = ρ(t) +
1

2πi

∫
L

[
α′(τ)τ ′[σ]

α(τ)− α(t)
− τ ′(σ)

τ − t̄

]
ρ(τ)dτ + C1(t)

α(t) - действительная функция, a0− произвольная постоянная, c1(t)− сво-
бодный член.
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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ЛИНЕЙНЫХ
СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С

СИНГУЛЯРНЫМИ ТОЧКАМИ
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Таджикский государственный финансово-экономический университет
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Аннотация. В настоящей работе рассматривается один класс системы
линейных дифференциальных уравнений в полных дифференциалах (п.д. - си-
стем) функций трёх независимых переменных, с непрерывными правыми
частями и с сингулярной точкой в трёхмерном пространстве. В первом
виде системы, учитывая тождественного выполнения условия совместно-
сти, решение непрерывно во всей области. Во второй и третьей п.д.- систе-
мах, учитывая взаимосвязи данных функций, определяется закономерность
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между данными функциями, которые обеспечивают тождественного вы-
полнения условия совместности систем и их многообразия решений нахо-
дятся определёнными формулами внутри и вне данной области, а также
в точках линии границы определяются поведение решение систем в особой
точке. Тем самым найдётся решение граничной задачи во всей данной рас-
ширенной области.
Ключевые слова: сингулярная точка, непрерывность решения системы,

многообразие решения системы, условие совместности.

BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR ONE CLASS OF LINEAR
SYSTEMS DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SINGULAR

POINTS

Sharipov B., Saidov B.B., Shadmanov M.U.
Tajik State Financial and Economic University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. In this paper, we consider one class of a system of linear differential
equations in total differentials (pd - systems) of functions of three independent
variables, with continuous right-hand sides and with a singular point in three-
dimensional space. In the first form of the system, taking into account the identical
fulfillment of the compatibility condition, the solution is continuous in the entire
region. In the second and third p.d.-systems, taking into account the relationship of
these functions, the regularity between these functions is determined, which ensure
the identical fulfillment of the compatibility conditions of the systems and their
diversity of solutions are found by certain formulas inside and outside the given
area, as well as at the points of the boundary line, the behavior is determined
solution of systems at a singular point. Thus, there is a solution to the boundary
value problem in the entire given extended domain.
Keywords: singular point, continuity solution of a system, manifold solution

of a system, compatibility condition.

В предлагаемой работе рассматривается один класс системы линейных диф-
ференциальных уравнений в полных дифференциалах (п.д. - систем) функций
трёх независимых переменных, с сингулярной точкой в трёхмерном простран-
стве. Учитывая взаимосвязи данных функций, определяются закономерности
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между данными функциями, которые обеспечивают тождественного выпол-
нения условия совместности систем и ее решение находится определёнными
формулами внутри и вне данной области, а также определяется поведение ре-
шения на границе, тем самым определяется решение граничные задачи п.д.-
систем во всей расширенной области.

1. Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах вида

∂u

∂ρ
= a(ρ, ϕ, θ) + h(ρ, ϕ, θ),

∂u

∂ϕ
=
b(ρ, ϕ, θ)u+ p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,

∂u

∂θ
=
c(ρ, ϕ, θ)u+ q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
, (1)

где a, b, c, h, p, q ∈ C1(D = D±UL), u ∈ C2(D0), l−множество точек границы
шара, с центром в некоторой точке M(. . .), радиусом (ρ − ρ0) трёхмерном
пространстве. Приравнивая смешанные производные функции данной систе-
мы, получаем условия совместности системы (1), которые будут:

Pk(ρ, ϕ, θ) · U +Qk(ρ, ϕ, θ) = 0 (k = 1, 2, 3), (2)

где функции Pk, Qk -определяются в виде функции

P1(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ
(

b

(ρ− ρ0)n
)− ∂a

∂ϕ
, Q1(ρ, ϕ, θ) =

∂

∂ρ
(

f

(ρ− ρ0)n
)− ∂h

∂ϕ
+
bh− af
(ρ− ρ0)n

,

P2(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ
(

c

(ρ− ρ0)n
)− ∂a

∂θ
, Q2(ρ, ϕ, θ) =

∂

∂ρ
(

c

(ρ− ρ0)n
)− ∂h

∂θ
+

ch− aq
(ρ− ρ0)n

,

(3)

P2(ρ, ϕ, θ) =
∂c

∂ϕ
− ∂b

∂θ
, Q3(ρ, ϕ, θ) =

∂f

∂ϕ
− ∂q

∂θ
+ bq − cf.

Если в соотношениях (2) Pk(ρ, ϕ, θ) 6= 0, Qk(ρ, ϕ, θ) 6= 0 то из них можно
определить функции u = hk(ρ, ϕ, θ), (k = 1, 2, 3), а также в случае ограничен-
ности частных производных от неизвестной функции существуют и равны к
нулю следующие пределы limρ→ρ0

(
(ρ−ρ0)

n ∂u
∂ϕ = 0

)
, limρ→ρ0

(
(ρ− ρ0)

n ∂u
∂θ = 0

)
,

находятся некоторые частные, либо особые решения данной системы. Для на-
хождения многообразия решений данной системы необходимо и достаточно,
чтобы условия совместности (2) по всем переменным выполнялись тожде-
ственно. Заметим, что в случае выполнения b = α(ϕ, θ) + A′ϕ(ρ, ϕ, θ), c =

β(ϕ, θ) + A′ϕ(ρ, ϕ, θ) , а также α′θ(ϕ, θ) = β′ϕ(ϕ, θ) , получаем инвариантную
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форму тождественного выполнения условия совместности. С учёта предыду-
щих преобразований в системе (1), она преобразуется в регулярной системе
в полных дифференциалах. Поэтому интегрируя преобразованную систему
уравнений, находим многообразие решений исходной системы следующей фор-
мулой:

u(ρ, ϕ, θ) = expω(ρ, ϕ, θ) · [C + P (ϕ, θ)] (4)

непрерывной во всей данной области (D +D−).

2. Пусть дана система линейных дифференциальных уравнений вида

∂u

∂ρ
=
a(ρ, ϕ, θ) + h(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,
∂u

∂ϕ
=
b(ρ, ϕ, θ)u+ p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n−1
,

∂u

∂θ
=
c(ρ, ϕ, θ)u+ q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n−1
, (5)

где a, b, c, h, p, q ∈ C1(D = D±UL), u ∈ C2(D0), L− множества точек грани-
цы шара, с центром в некоторой точке (. . .) , трёхмерного пространства.
Лемма. Пусть в системе уравнений (5) частные производные неизвест-

ной функции по всем переменным ограниченны, а также существуют сле-
дующие пределы и они в окрестности точки обращаются к нулю,

lim
ρ→ρ0

(
(ρ−ρ0)

n∂u

∂ρ
= 0
)
, lim
ρ→ρ0

(
(ρ−ρ0)

n−1 ∂u

∂ϕ
= 0
)
, lim
ρ→ρ0

(
(ρ−ρ0)

n−1∂u

∂θ
= 0
)
, (6)

то исходная система необходимо имеет некоторые частные, либо особые
решения.

А также, допустим, что условия совместности системы (5) имеющий вид (3)
выполняются, но не тождественно, тогда находятся некоторые частные, либо
особые решения системы. Пусть условия совместности системы выполняются
тождественно. Кроме того функции в системе уравнений (5) удовлетворяют
следующим условиям (А):

1) a, b, c, h ∈ C1(D), |a(ρ, ϕ, θ)| ≤ K, |h(ρ, ϕ, θ)| ≤ K, K = const;

2) функции a, h по переменной ρ удовлетворяют условию Гҷльдера, т.е.
|a(ρ, ϕ, θ)− a(0, ϕ, θ)| ≤ L1|ρ|λ, |h(ρ, ϕ, θ)− h(0, ϕ, θ)| ≤ L2|ρ|λ, (0 ≤ λ < 1);

3) существуют числа a0, p0, h0 такие, что |ρ − ρ0| ≤ a0, |u − u0| ≤ ρ0 и
при достаточно малом числе h0 = min(a0, p0/K) обеспечивается единственное
решение задачи Коши для исходной системы;
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4) функции a(ρ,ϕ,θ)
(ρ−ρ0)n ,

h(ρ,ϕ,θ)
(ρ−ρ0)n интегрируемые на промежутке [1,∞) .

Тогда интегралы от этих функций сходятся, и вне данной области многооб-
разия решений системы (5) существует, однозначно и непрерывно. Перепишем
исходную п.д.- систему в следующем виде:

∂u

∂ρ
=
a(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

h(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,
∂u

∂ϕ
=
b(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,

∂u

∂θ
=
c(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
, (7)

Условие совместности последней системы имеет вид (2), где в ней первые их
равенства содержат сингулярность по производным функций a, h в виде

P1(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( b

(ρ− ρ0)n

)
− 1

(ρ− ρ0)n
∂a

∂ϕ
,

Q1(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( f

(ρ− ρ0)n

)
− 1

(ρ− ρ0)n
∂h

∂ϕ
+

bh− af
(ρ− ρ0)n

,

P2(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( c

(ρ− ρ0)n

)
− 1

(ρ− ρ0)n
∂a

∂θ
,

Q2(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( c

(ρ− ρ0)n

)
− 1

(ρ− ρ0)n
∂h

∂θ
+

ch− aq
(ρ− ρ0)n

, (8)

Необходимо отметить, что для первой и второй группы функций системы
(7), функции b, c выражаются через a, причём сингулярность в функциях
b, c устраняются, а в - a, h остаются. Аналогичное предложение верно и для
функций p, q, h . Поэтому во внешности данной области существуют и сходятся
следующие интегралы от выше указанных функций:

∞∫
ρ

a(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
dt,

∞∫
ρ

h(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
dt, (ρ = ρ0 > 1, n > 1). (8.1)

Далее, учитывая тождеcтвенное выполнение условия совместности (8.1),
проинтегрируем исходную систему определёнными формулами в результате
чего, получаем многообразие ее решения внутри данной области в следующем
виде:

u+(ρ, ϕ, θ) = exp{ω(ρ, ϕ, θ)} · [C + Ω(ρ, ϕ, θ)], ω(ρ, ϕ, θ)− (9)
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причём оно имеет особенности порядка (n − 1) по переменной ρ . Если же
n ≤ 1 , то решение исходной системы во всей данной области D - непрерывно.
Если в исходной системе потребовать следующие условия на функциях

a, b, c, p, q, h ∈ C1(D−), u ∈ C2(D−),

D− =
{

(ρ, ϕ, θ)|; 1 < (ρ− ρ0)
2 =

m∑
k=1

(xk − x(0)
k )2 <∞

}
,

то во внешней части данной области решение исходной системы представля-
ется в виде

u−(ρ, ϕ, θ) = exp
{
ω1(ρ, ϕ, θ)

}
·
[
C + Ω1(ρ, ϕ, θ)

]
, ω1(ρ, ϕ, θ)− (10)

Ω1(ρ, ϕ, θ) = C+Φ(ϕ, θ)−
∞∫
ρ

h(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
dt, ω1(ρ, ϕ, θ) = Φ(ϕ, θ)−

∞∫
ρ

a(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
dt..

Таким образом, имеет место следующее утверждение:
Теорема 1. Пусть в п.д.- системе (5) их функций удовлетворяют услови-

ям a, b, c, p, q, h ∈ C1(D = D±UL), u ∈ C2(D0), L− множество точек гра-
ницы шара, с центром в некоторой точке (. . .), трёхмерного пространства.
Если условия совместности системы (5) выполняются, но не тождествен-
но, а также в случаи ограниченности частные производные неизвестной
функции по всем переменным, существуют пределы (6) и они равны ну-
лю, тогда существуют некоторые частные, либо особые решения системы.
В случаи, когда условия совместности системы (5) выполняются тожде-
ственно, тогда многообразие решения исходной системы определяется яв-
ными формулами (9) и (10) внутри и вне области. А на особой точке реше-
ние задачи при n > 1 имеет особенности экспоненциального порядка, а при
n ≤ 1-непрерывно во всей данной области.

3. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с сингулярными точ-
ками вида 

∂u

∂ρ
=
a(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

h(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
uk,

∂u

∂ϕ
=
b(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
uk,

∂u

∂θ
=
c(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
u+

q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
uk,

(11)
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где a, b, c, p, q, h ∈ C1(D = D±UL), u ∈ C2(D0), L− множество точек гра-

ницы шара, с центром в некоторой точке M, трёхмерного пространства. По
аналогии системы дифференциальных уравнений (5), в системе уравнений (11)
исследуются функции, в которых условия совместности данной системы вы-
полняются тождественно, а также для него решается граничная задача. Во
первых, пусть в системе (11) ее функций удовлетворяют условию предыду-
щей леммы, т.е. в случаи ограниченности неизвестной функции и ее частные
производные, равны к нулю указанные пределы (6), тогда найдутся некоторые
частные, либо особые решения системы (11) [5,6,8]. Условия совместности си-
стемы (11) записывается в виде функциональных соотношений (2), где в ней
функции Pk, Qk− относительно коэффициентов данной системы выражаются
в следующем виде:



P1(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( b

(ρ− ρ0)n

)
− ∂

∂ϕ

( a

(ρ− ρ0)n

)
,

Q1(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( h

(ρ− ρ0)n

)
− ∂

∂ϕ

( p

(ρ− ρ0)n

)
+

(k − 1)(bh− ap)
(ρ− ρ0)n

,

P2(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( c

(ρ− ρ0)n

)
− ∂

∂θ

( a

(ρ− ρ0)n

)
,

Q2(ρ, ϕ, θ) =
∂

∂ρ

( p

(ρ− ρ0)n

)
− ∂

∂θ

( q

(ρ− ρ0)n

)
+

(k − 1)(ch− aq)
(ρ− ρ0)n

,

P3(ρ, ϕ, θ) =
∂c

∂ϕ
− ∂b

∂θ
,

Q3(ρ, ϕ, θ) = (ρ− ρ0)
n
( ∂q
∂ϕ
− ∂p

∂θ

)
+ (k − 1)(pc− bq).

(12)

Если условие совместности вида (2) выполняется по всем переменным, но
не тождественно, тогда решая их алгебраическим способом, найдём функции
вида u = 0, u = hk(ρ, ϕ, θ), (k = 1, 2, 3) Очевидно, что u = 0 будет частным,
либо особым решением исходной системы. Если u = hk(ρ, ϕ, θ), (k = 1, 2, 3)

также удовлетворяют данную систему, то они будут некоторыми конечными
частными решениями исходной системы. В противном случае, система (11)-
несовместна. Пусть условия совместности вида (2) по всем переменным вы-
полняются тождественно. Для выполнения этого требования, вначале упро-
щаем вид данной системы. Если считать, что в равенствах (12) функций
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Pk(ρ, ϕ, θ) ≡ 0. Тогда в системе (11) проведя замену вида u1−k = V , пре-
образуем ее в линейном виде:

∂V

∂ρ
= (1− k)

a(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
V + (1− k)

h(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,

∂V

∂ϕ
= (1− k)

b(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
V + (1− k)

p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,

∂V

∂θ
= (1− k)

c(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
V + (1− k)

q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
,

(13)

Далее, учитывая выполнения равенства Pk(ρ, ϕ, θ) ≡ 0 , допустим, что в систе-
ме (13) функция a(ρ,ϕ,θ)

(ρ−ρ0)n считается известной функцией, Тогда из Pk(. . .) = 0,

имеем:

b(ρ, ϕ, θ) = (ρ− ρ0)
n
[
α(, ϕ, θ) + A′ϕ(ρ, ϕ, θ)

]
, A(ρ, ϕ, θ) =

ρ∫
0

a(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
dt (14)

c(ρ, ϕ, θ) = (ρ− ρ0)
n
[
β(, ϕ, θ) + A′θ(ρ, ϕ, θ)

]
Поэтому считая функцию ω1(ρ, ϕ, θ) полным дифференциалом функций
a, b, c ; умножим обе части уравнений системы (13) на функции exp{(k −
1)ω1(ρ, ϕ, θ)} . При этом, система (13) преобразуется к виду:

∂

∂ρ
(exp{(k − 1)ω1} · V ) = (1− k)

h(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n
· exp{(k − 1)ω1},

∂

∂ϕ
(exp{(k − 1)ω1} · V ) = (1− k)

p(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n−1
· exp{(k − 1)ω1},

∂

∂θ
(exp{(k − 1)ω1} · V ) = (1− k)

q(ρ, ϕ, θ)

(ρ− ρ0)n−1
· exp{(k − 1)ω1}.

(15)

И в этом случае, также допуская, h(ρ,ϕ,θ)
(ρ−ρ0)n ·exp{(k − 1)ω1} известной функци-

ей, из условии Qk(. . .) ≡ 0, определяем взаимосвязь между функциями p, q, h
со своими множителями следующими формулами:

p(ρ, ϕ, θ) = (ρ− ρ0)
n−1
[
γ(ϕ, θ) +H ′0(ρ, ϕ, θ)

]
· exp{(1− k)ω1}, (16)

q(ρ, ϕ, θ) = (ρ− ρ0)
n−1
[
δ(ϕ, θ) +H ′0(ρ, ϕ, θ)

]
· exp{(1− k)ω1}.
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где H(ρ, ϕ, θ) =
∫ ρ

0
h(t,ϕ,θ)
(t−ρ0)nexp

[
(k − 1)ω1

]
dt . По аналогии с предыдущим слу-

чаем, в случае выполнения инвариантных условий ∂θγ(.) = ∂ϕδ(.), ∂θα(.) =

∂ϕβ(.) и выполнения предыдущих условий на данных функциях исходной си-
стемы, данная система разрешима явно и многообразие ее решений внутри
области, до ее границы определяется следующей формулой:

u+(ρ, ϕ, θ) = exp[ω1(ρ, ϕ, θ)] · [C + Ω(ρ, ϕ, θ)]1/(1−k). (17)

При этом, функции в системе уравнений (11) удовлетворяют следующим обоб-
щенным условиям (А):

1) a, b, c, h, , q ∈ C1(D), |a(ρ, ϕ, θ)| ≤ K, |h(ρ, ϕ, θ)| ≤ K, (K = const);

2) функции a, h по переменной ρ удовлетворяют условию Гёльдера, т.е.

|a(ρ, ϕ, θ)− a(0, ϕ, θ)| ≤ L1|ρ|λ, |h(ρ, ϕ, θ)− h(0, ϕ, θ)| ≤ L2|ρ|λ, (0 ≤ λ ≤ 1);

3) существуют числа a0,m0, h0 такие, что |ρ − ρ0| ≤ a0, |u − u0| ≤ p0

и при достаточно малом числе m0 = min(a0, p0/K) обеспечивается един-
ственное решение задачи Коши для исходной системы; функций вида a(ρ,ϕ,θ)

(ρ−ρ0)n ·
e(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ), h(ρ,ϕ,θ)

(ρ−ρ0)n · e
(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ) интегрируемые на промежутке [ρ,∞) . При-

чём во внешней части данной области существуют и сходятся следующие ин-
тегралы от выше указанных функций:
∞∫
ρ

a(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
· e(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ)dt,

∞∫
ρ

h(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
· e(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ)dt (ρ = ρ0 > 1, n > 1).

(18)
В результате интегрирования системы получаем, что многообразие решений
внутри данной области представленной формулой (17), и вне области инте-
гралы (18), как функций непрерывно, а в точках линии вырождения имеет
особенностей различного порядка. Тогда имеем:

a, b, c, h, , q ∈ C1(D−),, u ∈ C2(D−),

D− =
{

(ρ, ϕ, θ)|; 1, (ρ− ρ0)
2 =

m∑
k=1

(xk − x(0)
k )2 <∞

}
то во внешней части данной области решение исходной системы представля-
ется в виде

u−(ρ, ϕ, θ) = exp{ω2(ρ, ϕ, θ)} · [C + Ω1(ρ, ϕ, θ)]
1/(1−k) (19)
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где в этой формуле функции ω2(ρ, ϕ, θ), Ω1(ρ, ϕ, θ) , представляются в виде:

Ω1(ρ, ϕ, θ) = C + Ψ(ϕ, θ)−
∞∫
ρ

h(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
· e(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ)dt

ω2(ρ, ϕ, θ) = Φ(ϕ, θ)−
∞∫
ρ

a(t, ϕ, θ)

(t− ρ0)n
· e(k−1)ω1(ρ,ϕ,θ)dt

Таким образом, доказана следующая теорема:
Теорема 2.Пусть в п.д.- системе (11) ее функций удовлетворяют услови-

ям a, b, c, h, p, q ∈ C1(D = D+UL), u ∈ C2(D0), L− множество точек гра-
ницы шара, с центром в некоторой точке трёхмерного пространства. Если
условия совместности системы (12) выполняются, но не тождественно, а
также в случаи ограниченности частные производные неизвестной функ-
ции существуют условии предыдущей леммы, тогда существуют некото-
рые частные, либо особые решения системы. В случаи, когда условия сов-
местности (2), с учётом (12) выполняются тождественно, тогда много-
образие решений исходной системы определяется явными формулами (17)
внутри и вида (19) вне области. А в особой точке решение задачи при n > 1

имеет особенности экспоненциального порядка, а при n ≤ −1-непрерывно во
всей данной области.
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УДК 517.956

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В КОМПЛЕКСНОЙ

ПЛОСКОСТИ

Шарипов Б., Пирназаров К.Б.
Таджикский государственный финансово–экономический университет

(г. Душанбе, Таджикистан)
b.saidov@tgfeu.tj

Аннотация. В работе рассматриваются некоторые нелинейные системы
дифференциальных уравнений с сингулярными коэффициентами. Учитывая
тождественное выполнение условия совместности систем, находятся мно-
гообразия их решений. Учитывая аналитичности функций данных в систе-
мах с применением основных теорем интеграла Коши и теории вычетов, на-
ходим непрерывное решение систем. Тем самым в данных интегралах особые
точки устраняются, и в результате получаем непрерывное решение изуча-
емых систем во всей области.
Ключевые слова: нелинейная система уравнений, условие совместно-

сти, аналитическая функция, устранение особенности в системе, непрерыв-
ное решение системы.

PRESENTATION OF THE DECISIONS OF ONE CLASS OF THE
SYSTEM OF THE DIFFERENTIAL EQUATIONS IN COMPLEX

PLANE

Sharipov B., Pirnazarov K.B.
Tajik State Financial and Economic University

(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. In work, is considered some nonlinear systems of the differential
equations with сингулярными factor. Considering identical performing the
condition совместности systems, are found varieties of their decisions. Considering
analytic function given in system, with using main theorems integral Kashia, and
theories deduction find the unceasing decision of the systems. Hereunder in data
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integral special points withdraw, and as a result get the unceasing decision under
study systems in the whole area.
Keywords: nonlinear system of the equations, condition совместности,

analytical function, removal particularity in system, unceasing decision of the
system.

Раннее в работе [9] В.Тучке были исследованы системы регулярных диффе-
ренциальных уравнений в комплексной плоскости. В случаи тождественного
выполнения условии совместности, многообразияя решений систем определя-
лись непрерывными функциями.

В настоящей работе рассматриваюся некоторые системы дифференциаль-
ных уравнений с нелинейными и квазилинейными правыми частями с сингу-
лярными коэффициентами. Учитывая тождественного выполнения условий
совместности систем, находятся многообразия решений изучаемых систем.
Учитывая условие, когда данные функций в изучаемых систем являются ана-
литическими, то применяя им основные теоремы интеграла Коши и теории
вычетов, находим непрерывное решение систем в данной области. В случаях
невыполнения указанных теорем, анализируются гладкости решения систем в
окрестности и в самых особых точках, принадлежащим данной области D(a, b)

для произвольного порядка особенностей данных систем.
1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида:

∂W

∂z1
=

p(z1, z2)

(z1 − z0
1)n

m(z1, z2,W ),
∂W

∂z2
=
q(z1, z2;W )

(z2 − z0
2)n

(1)

где p,m, q,∈ C1(D)
⋂
A(D),W,W ∈ C2(D)

⋂
A(D0)

D(a, b) = {zk, z0
k|zk − z0

k| ≤ a, |W | ≤ b}

Начальное условие или задачи Коши для системы (1) ставится в виде

W = Wzk = ak(k = 1, 2). (2)

Пусть в системе (1) функций p(z1, z2),m(z1, z2,W ) - считаются как вполне
определенными функциями.

Условие совместности системы (1) в точках области Π2 , кроме точки z = z0
k

выполняется тождественно, тогда и только тогда, когда функция q(z1, z2;W )
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имеет взаимосвязь с функциями p(z1, z2),m(z1, z2,W ) вида:

q(z1, z2;W ) = (z2−z0
2)n · {∂A

∂z2
− ∂M
∂z2

+f [z2;M(z1, z2,W )−A(z1, z2)]} ·m(z2;W )

(3)
где функции m(z2;W ) , A(z1, z2) определяются через соответствующие данные
функции p, q , а функция f(z2,M − A) - находится из формулы (3) в виде

f [z2;M(·)− A(·)] =
q(z1, z2;W )

(z2 − z0
2)n
·m(z2;W ) +

∂M

∂z2
− ∂A

∂z2
(4)

Поскольку интегралы от правых частей системы (1) в точках вырождений
z = z0

k, k = (1, 2) не существуют, по этой причине, по аналогии с [4-5], тре-
буем выполнения условий малости функций p(z1, z2;W ) = α(z2,W ) · 0((z1 −
z0

1)(n−λ)) , q(z1, z2;W ) = β(z1,W ) ·0((z2− z0
2)(n−λ)), 0 ≤ λ ≤ 1 .А также в случае

существования обобщений утверждения Михайлова Л.Г.:
Лемма 1. Пусть дана система дифференциальных уравнений вида (1). Ес-

ли в случае ограниченности частных производных ∂zkW, существуют и рав-
ны к нулю пределы в особых точках области lim inf(zk → z0

k)((zk − z0
k)
n ∂W
∂zk

)

k = (1, 2), то данная система имеет лишь некоторые частные, либо особые
решения.

Справедливость условий леммы вытекает из самой системы (1) с учетом
выполнения указанных выше пределов.

Допустим, что условие совместности системы (1) выполняется, но не тож-
дественно. Тогда из этого соотношения можем определить некоторую неиз-
вестную функцию, определённой формулой. Пусть эта функция, имеет вид
функции W = H(z1, z2). Если такая функция удовлетворяет системе (1), то
она будет некоторым частным, либо особым решением системы. Иначе го-
воря, исходная система несовместна. Пусть условие совместности системы (1)
выполняется тождественно. Тогда, интегрируя систему уравнений (1), удовле-
творяющиеся начальным условиям (2), получим:

W (z1, z2) = M−1[z2;A(z1; z2) +W0 +H(z2) (5)

При этом, если предыдущие условия для решении системы не выполняются,
то по формуле (3) особенность системы (1) в точке z = z0

2 устраняется, а в
точке вырождения решения задачи в точке z = z0

1 имеет особенности порядка
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(n-1), если m>1. Если же в (5) m<1, то решение во всей области непрерывно,
а при m=1 имеет логарифмическую особенность.
Теорема 1. Пусть в системе дифференциальных уравнений (1) p,m, q,∈

C1(D)
⋂
A(D), W ∈ C2(D)

⋂
A(D0). Если условие совместности системы

(1) выполняется, но не тождественно, а также для исходной системы вы-
полняется условие леммы 1, то существует некоторое частное, либо осо-
бые решения системы. В противном случае, система (1) несовместна. Для
тождественного выполнения условия совместности системы (1) необходи-
мо и достаточно, чтобы функция q(z1, z2;W ) имела вид (2). Тогда система
(1) разрешима, и многообразия её решений определяется явной формулой (5),
возможно многозначной. Если же в исходной системе применять теорему
о вычетах, то решение исходной системы всюду области (D), включая ее
особых точек - непрерывно.

2 . Рассмотрим систему дифференциального уравнения

∂W

∂z1
= a(z1, z2),m(z2;W ),

∂W

∂z2
=
b(z1, z2;W )

(z2 − z0
2)n

(6)

где a,m, b,∈ A(D),W ∈ A(D0). Условием совместности системы (6) будет

∂b

∂z1
+ am

∂b

∂W
= a

∂m

∂W
b+ (z2 − z0

2)n(m
∂a

∂z2
+ a

∂m

∂z2
) (7)

Условие совместности (7) выполняется, тогда и только тогда, когда функция
b(z1, z2;W ) имеет взаимосвязь с функциями a(.),m(.) принимает вид:

b(z1, z2;W ) = (z2−z0
2)n ·{∂A

∂z2
−∂M
∂z2

+f [z2;M(z2,W )−A(z1, z2)]}·m(z2;W ) (8)

где A(z1, z2, ) =
∫ z1

0 a(t1, z2)dt,M(z2,W, ) =
∫W

0
dσ

m(z2;σ)f(z2;M − A) – вполне
определенная функция. В этом случае особенность в исходной системе устра-
няется, и многообразия ее решений удовлетворяющиеся начальным условиям
(2) исходной системы следующей непрерывной функцией во всей данной об-
ласти, в виде:

W (z1, z2) = M−1{z2;A(z1; z2) + V (z2;W0)} (9)

Теорема 2. Пусть в системе (6) ее функций удовлетворяют условиям
a,m, q,∈ C1(D)

⋂
A(D),W ∈ C2(D)

⋂
A(D0) Если условие совместности
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(7) выполняется, но не тождественно, а также, в случаие ограниченно-
сти частных производных неизвестной функции удовлетворяют условию
леммы 1., то найдутся некоторые частные, либо особые решения исход-
ной системы. Для того, чтобы условие (7) выполнялось тождественно,
необходимо и достаточно, чтобы функция b(z1, z2;W ) имела вид (8). То-
гда система (6) разрешима и многообразие ее решений определяется явной
формулой (9), непрерывной во всей расширенной области.

3. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида:
∂W

∂z1
=

p(z1, z2)

(z1 − z0
1)n

m(z2,W ),
∂W

∂z2
=
q(z1, z2;W )

(z1 − z0
1)n

(10)

где p,m, q,∈ C1(D)
⋂
A(D),W ∈ C2(D)

⋂
A(D0) по переменной W,W ∈

A(D0)

D(a, b) = {zk, z0
k|zk − z0

k| ≤ a, |W | ≤ b}, k = (1, 2)

Начальное условие или задачи Коши для системы (10) ставится в виде (2).
Пусть в системе (10) функций p(z1, z2),m(z2,W ) – по аналогию предыду-

щим случаям, считаются вполне определённые функции.
Условие совместности системы (10) в точках области (D), кроме особой точ-

ки z = z1,
0 выполняется тождественно, тогда и только тогда, когда функция

q(z1, z2;W ) имеет взаимосвязь с функциями p(z1, z2),m(z2,W ) – вида:

q(z1, z2;W ) = (z1−z0
1)n·{∂A

∂z2
−∂M
∂z2

+f [z2;M(z2,W )−A(z1, z2)]}·m(z2;W ) (11)

где функции M(z2;W ), A(z1, z2) определяются через соответствующие данные
функции p, q а функция f(z2,M − A) – находится из формулы (11) в виде

f [z2;M(·)− A(·)] =
q(z1, z2;W )

(z2 − z0
2)n
·m(z2;W ) +

∂M

∂z2
− ∂A

∂z2
(12)

Поскольку интегралы от правых частей системы (10) в точке вырождения
z1 = z0

1 не существуют, по этой причине, по аналогии с [4-6],[9], требуем выпол-
нения условий малости функции в единственной особой точке q(z1, z2;W ) =

β(z2,W ) · 0((z1 − z0
1)(n−λ)) , 0 ≤ λ ≤ 1 . А также в случае существования обоб-

щении утверждения Михайлова Л.Г.:
Лемма 2. Пусть задана системы дифференциальных уравнений (10).

Если, в случае ограниченности частных производных ∂zkW, существу-
ют и равны к нулю пределы в особых точках области lim inf(z1 →
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z0
1)((z1 − z0

1)
n ∂W
∂zk

) k = (1, 2), то данная система имеет лишь некоторые
частные, либо особые решения.

Допустим, что условие совместности системы (10) выполняется, но не тож-
дественно. Тогда из этих соотношений можем найти неизвестную функцию
определённой формулой. При этом, можем иметь функции W = H(z1, z2) .
Если найденная функция удовлетворяет системе (10), то она будет некоторым
частным, либо особым решением системы. Иначе говоря, исходная система
несовместна.

Допустим, что функция p(z1, z2) во всех точках данной области является
аналитической. Тогда применяя теорему о вычетах, получим:

P (z1, z2) =
2π

[(n− 1)!]
|lim− z| ∂

n−1p

∂(z1)n−1
, (13)

Пусть условие совместности системы (10) выполняется тождественно. Тогда
интегрируя систему уравнений (10), удовлетворяющиеся начальные условия
(2), получим:

W (z1, z2) = M−1{z2;A(z1, z2) +W0 +H(z2)} (14)

При этом, если в решении задачи, предыдущие условия не выполняются, то
по формуле (13) особенность во втором уравнении системы (10) устраняется,
а по первому уравнению системы в точке z = z0

1 имеет особенность порядка
(n-1), в случае m>1. Если же m<1, то решение во всей области непрерывно, а
при m=1 имеет логарифмическую особенность.
Теорема 3. Пусть в системе дифференциальных уравнений (10) p,m, q,∈

C1(D)
⋂
A(D), W ∈ C2(D)

⋂
A(D0) Если условие совместности системы

(10) выполняется, но не тождественно, а также выполняется условие лем-
мы 2, то существуют некоторые частные, либо особые решения системы.
Для тождественного выполнения условия совместности системы (10) необ-
ходимо и достаточно, чтобы функция q(z1, z2;W ), имела вид (11). Тогда
система (10) разрешима, и многообразие ее решений определяется явной
формулой (14), возможно многозначно на данной области. Если же в ис-
ходной системе применять торию вычетов, то решение исходной системы
всей области (D), включая особой точке - непрерывно. А также, если в пер-
вом уравнении системы применять теорему о вычетах, то в силу формулы
(13), получим непрерывное во всей данной области решения системы.
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ОБ ОДНОЙ АЛГЕБРЕ ДВУМЕРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ С НЕЧЕТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ СО

СДВИГОМ

Эшонкулов А.А.
Таджикский национальный университет

(г. Душанбе, Таджикистан)
vakhon04@mail.ru

Аннотация. В работе изучается алгебра двумерных сингулярных инте-
гральных операторов с нечетной характеристикой со сдвигом, новых классов
поликерн-операторов Бергмана в лебеговом пространстве. Найдены необхо-
димые и достаточные условия нетеровости указанных операторов и полу-
чена формула для подсчета индекса.
Ключевые слова: поликерн-функция, поликерн-оператор Бергмана, сингу-
лярный интеграл, символ оператора, индекс оператора, нетеровость опера-
тора.

ON ONE ALGEBRA OF TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL
OPERATORS WITH AN ODD CHARACTERISTIC WITH A

SHIFT

Eshonqulov А.А.
Tajik National University
(Dushanbe, Tajikistan)

Abstract. The paper studies the algebra of two-dimensional singular integral
operators with odd characteristic with shift, new classes of polykernels of Bergman
operators in Lebesgue space. Necessary and sufficient conditions are found for the
above operators to be Noetherian, and a formula is obtained for calculating the
index.
Key words: polykern-function, polykern-Bergman operator, singular integral,

operator symbol, operator index, operators Noetheriacity.
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Пусть D – конечная односвязная область комплексной плоскости, ограни-
ченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ. В данной работе в векторном
лебеговом пространстве Lν,p(D) (1 < p <∞) изучаются операторы вида

A = a(z)I + b(z)WS2m+1 +
m∑
l=0

cl(z)B2l+1 + T, m ≥ 0− целое, (1)

где a(z), b(z), cl(z) – непрерывные в D квадратные матрицы-функции по-
рядка ν , T – вполне непрерывный оператор,

(Snf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

einθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ

θ = arg(ζ − z), Bn - поликерн-оператор Бергмана

(Bnf)(z) =

∫∫
D

Bn(z, ζ)f(ζ)dsζ , (2)

где ядро оператора Bn в случае единичного круга с центром в начале коор-
динат определяется по формуле (см.[1])

Bn(z, ζ) =
e−inα

π|1− zζ|2

∞∑
k=1

(−1)k−1kCk
n
2
Ck

n
2 +k−1

∣∣∣ ζ − z
1− zζ

∣∣∣2(k−1)

; (3)

оператор W – является оператором антиконформного сдвига, то есть

(Wf)(z) = f(α(z)),

где α(z) антиконформное отображение области D на себя, удовлетворяющее
условию Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D и ∃z0 ∈ D такое, что α(z0) 6= z0.

Отметим, что некоторые классы уравнений со сдвигом, содержащих опера-
торы Sn , изучены в работах [2 – 6]. Вcе указанные работы касаются случая,
когда оператор Sn имеет четную характеристику. Операторы со сдвигом и с
нечетной характеристикой ранее не были исследованы.
Лемма. Пусть f(z) ∈ Lν,p(D)(1 < p < ∞). Если α(z) является анти-

конформным отображением области D на себя, удовлетворяющим условию
Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D , тогда оператор

(α′(z)/α′(z))m+1/2WS2m+1 − S−(2m+1)W

и

WB2l+1 −B−(2l+1)W, B−(2l+1)WSm, WSmB−(2l+1) (l = 1, 2, . . . ,m)
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вполне непрерывны в Lν,p(D).
Теперь рассмотрим множество всех операторов вида (1) в пространстве

Lν,p(D) (1 < p < ∞) . Указанное множество обозначим через R. Покажем,
что множество представляет собой алгебру в Lν,p(D) (1 < p < ∞) . Действи-
тельно, пусть Ak ∈ R, k = 1, 2, так что

Ak = ak(z)I + bk(z)WS2m+1 +
m∑
l=0

ck,l(z)B2l+1 + Tk,

тогда

A1 +A2 = (a1 + a2)I + (b1 + b2)WS2m+1 +
m∑
l=0

(c1,l + c2,l)B2l+1 + T,

и A1 +A2 ∈ R. Далее,

A1A2 =

(
a1I + b1WS2m+1 +

m∑
l=0

c1,lB2l+1 + T1

)
×

×

(
a2I + b2WS2m+1 +

m∑
l=0

c2,l(z)B2l+1 + T2

)
.

Пользуясь леммой 1, результатами лемм 1–3 из [1], свойствами W 2 =
I, SnS−n = I−Bn+T, а также учитывая, что композиция вполне непрерывно-
го и ограниченного операторов есть вполне непрерывный оператор, установим,
что коэффициенты композиции A1A2 = A3 определяются равенствами

a3(z) = a1(z)a2(z) + b1(z)b2(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2,

b3(z) = a1(z)b2(z) + b1(z)b2(α(z)),

c3,m = a1c2,m + a2c1,m + c1,mc2,m − b1b2α
′(z))m+1/2,

c3,m−1 = a1c2,m−1 + a2c1,m−1 + c1,m−1c2,m−1 + c1,m−1c2,m + c2,m−1c1,m,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c3,0 = c1,0

m∑
l=0

c2,l + c2,0

m∑
l=0

c1,l + a1c2,0 + a2c1,0.

(4)

Таким образом, композиция двух сингулярных интегральных операторов вида
(1) является оператором такого же типа. Итак, нами доказано, что множество
операторов вида (1) из R является алгеброй.
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Теперь каждому оператору A ∈ R сопоставим в качестве символа блочную
квадратную матрицу-функцию

σA(z, t) =

 a(z) b(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

b(α(z))a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0
0 0 c(t)

 ,

где

c(t) =


a(t) +

∑m
l=1 cl(t) 0 0 . . . 0

c1(t) a(t) +
∑m

l=2 cl(t) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c1(t) c2(t) . . . a(t) + cm(t)

 ,

z ∈ D, t ∈ Γ. Таким образом, матрица–функция σA(z, t) непрерывна на ком-
пакте D × Γ. Таким образом, по теореме 6.4.1 из [8], оператор A из алгебры
R нетеров тогда и только тогда, когда его символ σA(z, t) невырожден для
всех z ∈ D, t ∈ Γ. Итак, мы приходим к утверждению
Теорема. Для того, чтобы сингулярный интегральный оператор A с ан-

тиконформным сдвигом Карлемана α(z) из (1) был нетеровым в простран-
стве Lν,p(D) (1 < p <∞), необходимо и достаточно выполнение условии

detσA(z, t) ≡

∣∣∣∣∣∣
a(z) b(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

b(α(z))a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0
0 0 c(t)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, ∀z ∈ D,

m∏
j=1

det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
6= 0, ∀t ∈ Γ.

При выполнении этих условий индекс оператора A вычисляется по формуле

κ =
m∑
j=1

IndΓ det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
.
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